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Introduzione

Nell’ultimo decennio la fisica atomica alle basse temperature ha registrato una forte

attività sperimentale e teorica. La prima realizzazione sperimentale di un conden-

sato di Bose-Einstein (BEC) in un vapore diluito di atomi alcalini, avvenuta nel

1995 da tre gruppi sperimentali in maniera indipendente [1, 2, 3] ha di fatto aperto

nuovi scenari di ricerca in questo campo. Negli anni successivi molti studi si sono

concentrati sui gas bosonici, ovvero che hanno spin intero o nullo, con lo scopo di

investigare l’importante conseguenza della condensazione di Bose-Einstein. Alcuni

risultati conseguiti da questi studi riguardano ad esempio l’indagine delle caratteri-

stiche superfluide del gas di bosoni, tra cui la natura idrodinamica delle oscillazioni

collettive [4] e la realizzazione di vortici quantizzati [5].

Di pari passo l’attenzione degli sperimentali e dei teorici si è orientata verso

lo studio dei gas di Fermi, ovvero aventi spin semintero. La statistica quantistica

di Fermi-Dirac gioca un ruolo cruciale a basse temperature. Sebbene la scala di

temperatura alla quale si raggiunge il regime di degenerazione quantistica per i

fermioni o di condensazione per i bosoni sia la stessa

kBT ≈
~

2ρ2/3

m
,

in cui kB è la costante di Boltzmann, m la massa e ρ la densità del gas, e T è

la temperatura, le conseguenze fisiche sono differenti. Nei gas di bosoni gli effetti

statistici sono associati con la comparsa di una transizione di fase verso la con-

densazione di Bose, in cui una frazione macroscopica di particelle occupa un unico

stato quantistico, quello a energia più bassa. Viceversa, in un sistema di fermioni

non interagenti la temperatura di degenerazione quantistica misura una variazione

continua tra il comportamento classico e quello degenere, in cui ogni atomo riempie

dal fondamentale ogni livello permesso, per ciascuno dei quali ogni stato di spin

può essere occupato da un sola particella. Quello che risulta per il gas degenere di

fermioni non interagenti è il cos̀ı detto “Mare di Fermi”. A differenza del caso dei

bosoni, la comparsa di una fase superfluida caratterizzata da un gap nello spettro di
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energia di eccitazione, può avvenire solo se è presente un’interazione attrattiva tra

le particelle. Un’altra differenza tra i due gas riguarda i processi collisionali. In par-

ticolare, in un gas di Fermi con una sola componente definita di spin, lo scattering

in onda-S è inibito a causa del principio di esclusione di Pauli. Questo effetto ha

una conseguenza drammatica nei meccanismi di raffreddamento basati sulla tecnica

di evaporazione [1] in cui la termalizzazione gioca un ruolo cruciale. Questo fatto ha

reso più difficile il raggiungimento di basse temperature per i gas di Fermi, e quindi

anche della degenerazione. Infatti la prima realizzazione sperimentale di un gas di

Fermi si è avuta solo nel 1999 [6] impiegando un gas di Fermi con due componenti

di spin con interazione negativa tra gli atomi. Un’altra tecnica per raggiungere la

degenerazione è il raffreddamento simpatetico [7] in cui si aggiunge un gas di Bose

come termostato. Queste nuove tecniche di raffreddamento unite a nuove capacità

di comprensione a livello teorico, stanno portando l’indagine sperimentale anche su

fenomeni associati a sistemi più complessi come ad esempio miscele ultra-fredde di

bosoni e fermioni [8, 9], condensati di molecole biatomiche [10, 11, 12], condensati

in reticoli ottici [13].

Molti dei recenti risultati sperimentali nel campo della fisica dei gas ultra-freddi

si basano essenzialmente sulla possibilità di controllare facilmente l’interazione tra

le particelle: agendo su un campo magnetico esterno si cambia la lunghezza di

scattering che gioca il ruolo di una forza efficace tra gli atomi. Questa condizione

sperimentale esiste vicino alle cos̀ı dette risonanze di Fano-Feshbach [14] (RFF). In

questa maniera i sistemi atomici acquistano una notevole versatilità. I parametri

fisici che si possono controllare in laboratorio sono, dunque, molteplici: basta citare

la temperatura e la densità dei campioni, la composizione percentuale nelle miscele

bosoni-fermioni, potenziali di vario tipo (potenziali a dimensionalità ridotta, poten-

ziali periodici, etc.), e se sono presenti delle RFF l’interazione efficace tra gli atomi.

Nel caso di gas diluiti in cui il range del potenziale interatomico è più piccolo della

distanza fra le particelle, e a basse temperature, questo potenziale efficace può es-

sere sostituito con una dipendenza esplicita dalla lunghezza di scattering in onda-S,

grandezza che caratterizza gli urti tra due particelle a basse energie.

In quest tesi analizzo il comportamento di un gas di Fermi in uno particolare stato

della materia che è la superfluidità. Una teoria per comprendere il fenomeno della

superfluidità a livello microscopico dei fermioni è stata formulata nel 1957 dai fisici

Bardeen, Cooper e Schrieffer (BCS). La BCS fu introdotta per spiegare i fenomeni

della superconduttività dei metalli a temperature vicino allo zero assoluto [15]. In

poche parole quando è presente un’interazione attrattiva tra fermioni si formano nel
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mare di Fermi delle coppie di particelle fortemente correlate [16]. L’energia finita del

legame della coppia fornisce una spiegazione per il gap nello spettro di eccitazione.

Di recente grazie alle risonanze di Fano-Feshbach si può indagare sperimental-

mente questo regime al variare della interazione efficace [17]. Variando la lunghezza

di scattering as da valori negativi a valori positivi si passa da un regime di accop-

piamento tra gli atomi di tipo BCS ad uno in cui si può formare un condensato di

molecole biatomiche. Si ha un crossover BCS-BEC, cioè la connessione continua e

liscia tra questi due regimi, e non una transizione di fase vera e propria. Il crossover

BCS-BEC recentemente è stato studiato anche a livello sperimentale [17] per il 6Li.

Il regime intermedio è caratterizzato da una forte interazione ed è stato studiato a

livello sperimentale [18] sempre lavorando vicino a una risonanza di Fano-Feshbach.

Esattamente alla risonanza |as| ha una divergenza: in questo regime, detto unitario,

il gas è allo stesso tempo diluito e fortemente interagente, nel senso che la lun-

ghezza di scattering è più grande della distanza media interatomica. Tutte le scale

di lunghezza associate con l’interazione scompaiono dal problema e ci si aspetta

un comportamento universale del sistema indipendente dai dettagli del potenziale

interatomico, ma solo dalla distanza media tra gli atomi.

In questa tesi studio alcuni aspetti legati al crossover BCS-BEC per un sistema

di fermioni a temperatura finita con una tecnica particolare. In sostanza adotto

un approccio semi-classico applicato all’evoluzione della trasformata di Wigner del-

la matrice densità. Questa tecnica è stata largamente utilizzata nello studio dei

processi collettivi in sistemi nucleari.

Questo lavoro di tesi è cos̀ı organizzato: nel Capitolo 1 vengono richiamati aspetti

della diffusione di particelle a basse energia, ponendo particolare attenzione al con-

cetto di lunghezza di scattering e al suo uso nei modelli teorici come pseudopotenziale

di interazione. Quindi parleremo del meccanismo delle risonanze di Fano-Feshbach,

che in campo sperimentale ha permesso un salto in avanti nello studio dei gas de-

generi; infine si ricorderanno i risultati principali relativi a un sistema di fermioni

nello stato normale e si discuterà brevemente una approssimazione di campo medio

per studiare a livello teorico questi sistemi quando si includono le interazioni. Nel

Capitolo 2 chiariamo il significato di approssimazione semi-classica nel nostro caso.

Ricaviamo le equazioni, che descrivono il sistema di fermioni in esame, attraverso

uno studio delle evoluzioni temporali delle funzioni di Wigner. Infine ricordiamo

la trattazione BCS del fenomeno della superfluidità dei fermioni. Nel Capitolo 3

analizziamo il caso di un gas di fermioni con spin 1/2 all’equilibrio termodinamico

e esponiamo i primi risultati numerici, sottolineando le differenze trovate rispetto a
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studi pubblicati di recente; alla fine del capitolo analizziamo il primo modo colletti-

vo, il suono isotermico, sottolineando i nuovi aspetti che emergono dal nostro studio.

Infine nel Capitolo 4 analizziamo il sistema fuori dall’equilibrio termodinamico. In

particolare otteniamo le equazioni in approssimazione lineare con cui si ricavano le

relazioni di dispersione dei modi collettivi del sistema. Infine si mostrano gli integrali

con cui si possono ottenere i modi collettivi del sistema.
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Capitolo 1

Strumenti di base per lo studio di

atomi fermionici

Il problema della superfluidità/superconduttività per sistemi fermionici rappresenta,

da qualche decennio, un tema classico della fisica teorica moderna. Recenti esperi-

menti su atomi fermionici degeneri, cioè a temperature vicino allo zero assoluto, e

su miscele atomiche bosoni-fermioni, hanno indotto nuovi studi teorici riguardanti

questo fenomeno, che in precedenza era stato osservato per l’elio liquido 3He, e per

alcuni metalli.

La novità portata dai gas atomici riguarda la possibilità di avere un sistema

in cui si possono controllare con precisione alcuni parametri caratteristici (come

temperatura, densità e recentemente interazione efficace, etc. ). Questa particolarità

permette da un lato l’esplorazione sperimentale di nuovi fenomeni fisici e dall’altro

il confronto diretto con le conclusioni delle teorie fenomenologiche.

In generale questi gas confinati sono composti da un numero considerevole di

particelle1. Con questi numeri non si può affrontare il problema risolvendo diretta-

mente l’equazione di Schrödinger. Inoltre in un sistema composto da molte particelle

gli effetti statistici non sono trascurabili.

Questo capitolo è cos̀ı strutturato: dopo aver ricordato gli aspetti peculiari del-

l’interazione a due corpi § 1.1, in particolare introducendo il concetto di lunghezza di

scattering, e analizzato le problematiche relative all’uso nei modelli teorici di questa

grandezza § 1.2, si parlerà del meccanismo sperimentale che ha permesso un salto

in avanti nello studio dei gas degeneri, cioè le risonanze di Fano-Feshbach § 1.3. Si

ricorderanno i risultati principali relativi a un sistema di fermioni nello stato nor-

1In laboratorio le popolazioni prodotte oscillano da 104 a 106 atomi, comunque ben lontani da
una mole di gas, ≃ 1023 particelle.
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1.1. CENNI DI TEORIA DELLO SCATTERING

male § 1.4. Poi si tratterà brevemente di una approssimazione di campo medio per

studiare a livello teorico questi sistemi quando si includono le interazioni § 1.5.

1.1 Cenni di Teoria dello scattering

In questa sezione passo in rassegna i concetti principali della teoria dello scattering

elastico tra due particelle, e in particolare introduco la lunghezza di scattering [19].

Questa quantità caratterizza le interazioni a due corpi nel limite di basse energie e,

come si vedrà nelle prossime sezioni, in certe circostanze può essere usato come unico

parametro per descrivere le interazioni stesse.

Per semplicità considero la collisione di due particelle distinguibili senza spin

di masse rispettivamente m1, m2. Si passa alle coordinate del centro di massa e a

quelle relative. La funzione d’onda che descrive il moto del centro di massa è l’onda

piana; quella del moto relativo è la soluzione dell’equazione di Schrödinger

(
−~

2∇2

2mr
+ V (r)

)
Ψ(r) = EΨ(r), dove mr =

m1m2

m1 +m2
è la massa ridotta. (1.1)

Si scrive la funzione d’onda per il moto relativo come somma di due termini: un’onda

piana2

con velocità relativa lungo l’asse di scattering z e un’onda diffusa (scattered).

Per la risoluzione dell’equazione di Schrödinger (1.1) sono utili le condizioni di sim-

metria: se il potenziale è sferico, la soluzione ha una simmetria assiale rispetto alla

direzione della particella incidente. Dunque si cerca una soluzione che abbia la forma

asintotica nel limite di grandi valori di r:

Ψ(r) = eikz + f(θ)
eikr

r
, con k =

√
2mrE

~2
. (1.2)

dove θ è l’angolo tra r e z, e f(θ, ϕ) = f(θ) data la scelta del potenziale sferico.

La funzione f(θ) è l’ampiezza di diffusione che dipende in generale da E. Il suo

significato fisico è legato alla definizione che segue: la probabilità che la particella

diffusa con velocità v passi nell’unità tempo attraverso l’elemento di superficie dS =

r2dΩ (dΩ è l’elemento di angolo solido attorno alla direzione θ) è uguale a v|f |2dΩ.

Il rapporto fra questa probabilità e la densità di corrente dell’onda incidente è la

sezione d’urto differenziale:

dσ = |f(θ)|2dΩ. (1.3)

2In questa sezione per l’onda piana si omette il fattore L−3/2, dove L è il lato del box di
normalizzazione, prendendo L = 1.
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1.1. CENNI DI TEORIA DELLO SCATTERING

Si può fattorizzare la dipendenza da θ della funzione d’onda, e svilupparla in ter-

mini di un insieme completo di funzioni speciali3: in letteratura questo approccio si

chiama sviluppo in onde parziali (con momento angolare definito). Dunque si ha:

Ψ(r) =

∞∑

l=0

AlPl(cos θ)
ukl(r)

r
, (1.4)

dove Pl(cos θ) sono i polinomi di Legendre. Quello che resta è un’equazione di

Schrödinger unidimensionale per la funzione d’onda radiale ukl(r), con il potenziale

centrifugo supplementare ~
2l(l + 1)/2mrr

2 che dipende dal momento orbitale l con-

siderato. A questo punto basta esprimere i coefficienti dello sviluppo Al in modo

che a grandi distanze la funzione Ψ(r) abbia l’andamento asintotico voluto (1.2). Se

il potenziale va a zero per r → 0 più velocemente di 1/r, nel limite “di campo lon-

tano” si può trascurare sia il contributo dell’interazione4 che la barriera centrifuga:

la soluzione radiale sarà una sinusoide con uno sfasamento δl:

ukl(r) ≃ 2 sin

(
kr − lπ

2
+ δl

)
. (1.5)

Usando questa espressione nella (1.4), e prendendo la forma asintotica dello sviluppo

in onde sferiche dell’onda piana, si trova:

Al =
1

2k
(2l + 1)ileiδl . (1.6)

Alla fine si ha l’espressione dell’ampiezza di scattering in termini degli sfasamenti δl:

f(θ) =
1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1)(e2iδl − 1)Pl(cos θ). (1.7)

Adesso sostituendo questa relazione nella (1.3), integrando su tutto l’angolo solido

e usando la relazione di ortogonalità dei polinomi di Legendre, posso esprimere la

sezione d’urto totale in funzione degli sfasamenti.

σ =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl. (1.8)

Ogni termine della somma rappresenta la sezione d’urto parziale σl per un dato

momento orbitale l. Si può mostrare5 che nel limite di basse energie gli sfasamen-

ti vanno come k2l+1 e dunque ogni sezione d’urto parziale diminuisce come k4l al

3In cui l’energia di ciascuno stato è E = ~
2k2

2mr
, ciascuno abbia momento orbitale l, e proiezioni

nulle sull’asse z.
4L’andamento 1/r si ha, ad esempio, per le interazioni di tipo Coulombiano.
5È vero per i potenziali a corto raggio d’azione, mentre per i potenziali che decadono come r−n

è vero per l < (n− 3)/2.
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1.1. CENNI DI TEORIA DELLO SCATTERING

diminuire di k. La sezione d’urto totale è dominata per k → 0 dal termine l = 0:

è lo scattering in onda-S. Posso formalmente scrivere il suo andamento per basse

energie:

lim
k→0

σ0(k) = 4πa2
s, (1.9)

in cui si è definito lunghezza di scattering as come:

as = − lim
k→0

tan δ0(k)

k
. (1.10)

Studiando l’andamento della sezione d’urto in onda-S in funzione dell’energia si

trova che questa funzione ha un massimo per kas ≫ 1: in letteratura questo regime

è chiamato limite unitario.

σ0(k) =
4πa2

s

1 + k2a2
s

≃





4πa2
s per kas ≪ 1

4π/k2 per kas ≫ 1
. (1.11)

Si considera adesso lo scattering tra particelle identiche nello stesso stato intrin-

seco. Ogni particella avrà perciò la stessa massa m e lo stesso spin. Lo spin della

particella determina il suo comportamento statistico (teorema spin-statistica). Se

questo risulta intero l’atomo si comporterà come un bosone ovvero segue la statistica

di Bose-Einstein; se è semintero l’atomo fermionico segue la statistica di Fermi-Dirac.

Come conseguenza la funzione d’onda (1.2) deve esse simmetrica sotto lo scambio

delle coordinate delle due particelle se sono bosoni, antisimmetrica se sono fermio-

ni. Interscambiare le coordinate delle due particelle equivale a cambiare il segno

della coordinata relativa r → −r, ovvero in coordinate polari r → r, θ → π − θ e

ϕ→ π + ϕ, dove ϕ è l’angolo azimutale. La funzione d’onda (1.2) simmetrizzata o

antisimmetrizzata, se le particelle sono nello stesso stato di spin, è dunque:

Ψ
s
a(r, θ) = eikz ± e−ikz + [f(θ)± f(π + θ)]

eikr

r
. (1.12)

L’ampiezza per la diffusione di una particella nella direzione individuata dall’angolo

polare θ è data perciò da [f(θ)±f(π+ θ)], e la sezione d’urto differenziale è data da

dσ

dΩ
= |f(θ)± f(π + θ)|2, (1.13)

in cui il segno + si applica ai bosoni e il − ai fermioni.

Il contenuto fisico dell’equazione (1.13) risiede nel fatto che l’ampiezza di proba-

bilità per una particella di essere diffusa in una direzione fissata, è la somma o la

differenza dell’ampiezza per una delle particelle di essere diffusa attraverso l’angolo

8
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Figura 1.1: Scattering di particelle identiche: i due processi sono indistinguibili. Le
ampiezze di scattering f(θ), f(π + θ) si devono sommare per i bosoni e sottrarre per i
fermioni.

θ, e l’ampiezza per l’altra particella di essere diffusa attraverso l’angolo π − θ. La

sezione d’urto totale è ottenuta integrando la sezione d’urto differenziale su tutti

gli stati finali distinti. Dunque se lo scattering è solamente in onda-S, la sezione

d’urto totale per particelle identiche con lo stesso valore della proiezione dello spin,

nel limite di basse energie, diventa:

σ0(k) =





8πa2
s per i bosoni

0 per i fermioni
(1.14)

Nella prossima sezione introduco il concetto di interazione efficace e mostro com’è

legato alla lunghezza di scattering.

1.2 Quando si usa la lunghezza di scattering al

posto dell’interazione efficace. Pseudopoten-

ziale

Nella sezione precedente si è visto come la diffusione di particelle a basse energie non

dipende in maniera esplicita dalla forma del potenziale, ma soltanto dalla lunghezza

di scattering as. In questa sezione descrivo le condizioni in cui sia lecito passare

dal vero potenziale a un potenziale efficace, e da quest’ultimo direttamente alla

grandezza as.

È noto che le interazioni tra atomi neutri sono forti quando questi sono molto

vicini, e deboli quando sono lontani. A piccole distanze relative l’interazione è

9
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Figura 1.2: Potenziale d’interazione tipico tra due atomi. Nel caso del Litio il minimo si
ha per r ≃ 30a0, dove a0 = ~

2/mee
2 è il raggio di Bohr.

repulsiva perché non è possibile sovrapporre spazialmente le nuvole elettroniche6; è

attrattiva a lungo raggio per via degli effetti dovuti ai momenti di dipolo elettrico

indotti7 [20]. Infine si ha un minimo quando i due andamenti a corto e a lungo

raggio si bilanciano, vedi Fig. 1.2. In generale la forma del potenziale reale non

è conosciuta, non c’è motivo perchè sia una funzione analitica semplice, per cui si

usano dei potenziali modello, che possano essere utili allo scopo. Per esempio un

potenziale che si adatta bene a tutti i valori di r è il potenziale di Lennard-Jones:

V (r) = 4Vmin

[(r0
r

)12

−
(r0
r

)6]
(1.15)

dove Vmin è il valore minimo del potenziale, r0 è il raggio per cui si annulla V (r).

In questa tesi si vuole studiare un gas diluito, ovvero in cui il raggio caratteristico

dell’interazione r0 è molto più piccolo della distanza media interatomica. Per la

maggior parte delle configurazioni la funzione d’onda del sistema varierà nello spazio

in maniera lenta; ma subirà una rapida variazione spaziale locale quando due atomi

subiranno una mutua collisione. In sostanza per evitare il calcolo dettagliato delle

correlazioni su distanze corte è conveniente introdurre un potenziale efficace. Questo

potenziale descrive le interazioni fra i gradi di libertà a bassa frequenza e a grandi

lunghezze d’onda quando gli accoppiamenti di questi gradi di libertà con quelli a

lunghezze d’onda più corte sono stati presi in considerazione. Si dice che si è integrato

6È una conseguenza diretta del Principio di esclusione di Pauli.
7È l’interazione di Van der Waals che ha la forma

V (r) = −C6

r6
− C8

r8
− C10

r10
+ . . . ,

dove r è la separazione atomica.
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via i gradi di libertà più “veloci” ed è rimasta la dipendenza dai gradi di libertà più

“lenti”.

Per chiarire questo concetto esporrò schematicamente il procedimento che deter-

mina un potenziale efficace.

Considero nuovamente il problema della diffusione di due particelle, ma questa

volta nella rappresentazione degli impulsi. Le particelle sono identiche per cui mr =

m/2. La funzione d’onda soddisfa l’equazione di Schrödinger:

Ψ(k′) = (2π)3δ(k′ − k) + Ψsc(k
′) (1.16)

(
~

2k2

m
− ~

2k′2

m

)
Ψsc(k

′) = V (k′,k) +
1

V
∑

k′′

V (k′,k′′)Ψsc(k
′′) (1.17)

in cui V è il volume,~2k2

m
= E è l’autovalore dell’energia e V (k′,k′′) = V (k′ − k′′) è

la trasformata di Fourier dell’interazione atomo-atomo. Risolvendo formalmente l’e-

quazione di Schrödinger si giunge all’equazione ricorsiva per la matrice di scattering

T : l’equazione di Lippmann-Schwinger.

Ψsc(k
′) =

(
E − ~

2k′2

m
+ iδ

)−1

T (k′,k;E) (1.18)

T (k′,k;E) = V (k′,k) +
1

V
∑

k′′

V (k′,k′′)

(
E − ~

2k′′2

m
+ iδ

)−1

T (k′′,k;E) (1.19)

in cui si è aggiunta una parte immaginaria iδ all’energia per garantire il fatto che

è presente solo l’onda uscente. Al solito cerchiamo l’andamento asintotico per la

funzione d’onda diffusa: nel limite in cui l’energia tende a zero (E = k = 0) si può

determinare tramite la (1.18) la relazione tra la lunghezza di scattering e la matrice

T .

a = −mT (0, 0; 0)

4π~2
(1.20)

Per esempio nel caso in cui |V | ≪ E c’è una relazione semplice che lega l’ampiezza

di scattering con il potenziale. Infatti in queste condizioni si può usare l’appros-

simazione di Born: ovvero si prende solo il primo termine del secondo membro

dell’equazione Lippmann-Schwinger, la lunghezza as è legata alla trasformata di

Fourier del potenziale con numero d’onda, impulso trasferito, nullo:

a
sBorn =

m

4π~2
V (0) =

m

4π~2

∫
drV (r). (1.21)

In questo senso si può considerare la matrice T come una interazione efficace: dà

il risultato corretto nel caso di gas diluiti, ovvero quando è giusto considerare l’ap-

prossimazione di Born per l’espressione di Ψsc(r). Tutti gli effetti delle componenti
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a lunghezze d’onda corte della funzione d’onda, che riflettono le correlazioni tra le

due particelle, sono stati implicitamente presi in considerazione sostituendo V (0)

con T .

Si può raffinare il concetto adottando un altro punto di vista. Si divide gli stati

intermedi nell’equazione Lippmann-Schwinger in due gruppi: quelli con energia più

grande di un dato cut-off εc = ~
2k2

c/m, e i restanti con energia inferiore. Si può

fare la somma sugli stati intermedi nella (1.19) in due passi. Prima si fa la somma

su tutti gli stati intermedi con energia maggiore di εc, e poi sugli stati rimanenti. Il

primo passo conduce a una quantità Ṽ (k′,k;E) che soddisfa l’equazione:

Ṽ (k′,k;E) = V (k′,k)

+
1

V
∑

k′′(k′′>kc)

V (k′,k′′)

(
E − ~

2k′′2

m
+ iδ

)−1

Ṽ (k′′,k;E), (1.22)

e il secondo passo costruisce le correlazioni associate con gli stati con energia più

bassa:

T (k′,k;E) = Ṽ (k′,k;E)

+
1

V
∑

k′′(k′′<kc)

Ṽ (k′,k′′;E)

(
E − ~

2k′′2

m
+ iδ

)−1

T (k′′,k;E). (1.23)

L’ultima equazione mostra che se si usa Ṽ come l’interazione in un problema di

scattering in cui gli stati intermedi con energia maggiore di εc non appaiono in

maniera esplicita, allora si riproduce la matrice di scattering corretta. In questo

senso è una interazione efficace, che descrive le interazioni per stati a basse energie.

È importante osservare che il potenziale efficace dipende in maniera esplicita dalla

scelta dell’energia εc. Comunque, il risultato finale per l’ampiezza di scattering è

indipendente da questa scelta.

Se si fa il limite kc → 0, l’interazione efficace si riduce alla matrice T . Per piccoli

kc, cioè quando si descrive le interazioni a basse energie, l’interazione efficace diventa

semplicemente [21]

Ṽ (0, 0; 0)|kc→0 =
4π~

2a

m
(1.24)

Nel limite opposto kc →∞ l’interazione efficace ritorna ad essere l’interazione vera,

perché non si è integrato su alcun grado di libertà.
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1.3 Risonanze di Fano-Feshbach

Recenti risultati sperimentali nel campo della fisica dei gas ultra-freddi si basano

essenzialmente sulla possibilità di variare la lunghezza di scattering con un cam-

po magnetico esterno. Questa condizione sperimentale esiste vicino alle cos̀ı dette

risonanze di Fano-Feshbach [14].

Storicamente le risonanze di Fano-Feshbach sono state studiate per la prima volta

nell’ambito della fisica nucleare [22]. Nello studio della fisica degli atomi ultra-freddi,

invece, questo fenomeno è usato per controllare la forza delle interazioni atomiche

efficaci, variando in maniera opportuna solo l’intensità del campo magnetico ester-

no. Per alcuni atomi si riesce in laboratorio a passare da regimi di interazione molto

debole a regimi di interazione molto forte, ovvero vicini al limite unitario. In più

mediante una risonanza di Fano-Feshbach si riesce a controllare il segno della lun-

ghezza di scattering, grandezza che determina se le interazioni tra gli atomi sono

attrattive (as < 0) o repulsive (as > 0).

Nel paragrafo precedente ho analizzato il caso in cui ciascuna particella non ave-

va gradi di libertà interni: si poteva parlare di scattering elastico a canale singolo.

In generale lo scattering atomo-atomo è multi-canale: per esempio nel caso di atomi

alcalini, cioè con un solo elettrone di valenza, ogni molecola può avere molti sotto-

livelli iperfini o di struttura Zeeman8, ciascuno con la propria curva di potenziale

molecolare (vedi Fig. 1.3). In questa ottica ogni asintoto per r →∞ rappresenta un

canale di collisione, cui è associato un set di numeri quantici per indicare lo stato

di ciascun atomo.

Per semplicità si considerano due curve di potenziale relative a due livelli Zeeman,

lo stato fondamentale e il primo stato eccitato. Suppongo che gli atomi iniziano una

collisione (elastica) nel canale più basso, cioè con energia più piccola del primo stato

eccitato. È evidente che per la conservazione dell’energia non possono uscire dalla

collisione nel canale più alto. Per questo il primo viene chiamato canale aperto e il

secondo canale chiuso.

Il fenomeno della risonanza di Fano-Feshbach avviene se esiste uno stato legato a

bassa energia nel canale chiuso: in queste condizioni lo scattering nel canale aperto

viene alterato in maniera drammatica. Ciò che accade è molto simile a un processo

atomico del secondo ordine: in questo caso gli atomi che collidono possono fare una

transizione verso questo stato legato (metastabile), starci per un certo tempo, per

8A tale proposito bisogna ricordare che nei processi di collisione tra atomi freddi la separazione
tra i livelli è generalmente molto maggiore dell’energia cinetica degli atomi.
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Figura 1.3: Andamenti dei potenziali molecolari dello stato fondamentale e di quello ec-
citato in funzione della distanza fra gli atomi che collidono. L’energia totale di collisione,
E (linea punteggiata), è appena sopra l’energia di soglia del canale aperto E1 ed è quasi
risonante con uno stato legato del canale chiuso (linea tratteggiata). Si assume che la
differenza fra le energie di soglia del canale chiuso e di quello aperto (∆E = E2 −E1 )
sia molto più grande dell’energia cinetica di collisione (E − E1): le collisioni con uscita
nel canale chiuso sono proibite per la conservazione dell’energia.

poi ritornare nel canale aperto dopo la collisione. Il tempo che il sistema passa

nello stato legato dipende dalla separazione energetica dei livelli in gioco. Come

per i fenomeni risonanti più l’energia si avvicina a quella dello stato legato, più

grande è l’effetto: all’uguaglianza perfetta corrisponde una lunghezza di scattering

infinita e si parla di diffusione risonante. In questa maniera sperimentalmente si può

raggiungere il limite unitario.

Se i momenti magnetici della coppia di atomi nei due canali sono differenti allora

si può variare la posizione relativa delle due curve di potenziale in maniera continua,

appunto tramite il campo magnetico esterno. Per cui variandone l’intensità, e quindi

cambiando la separazione dei livelli Zeeman, in alcuni sistemi è possibile spostare

l’energia dello stato legato fino a farla coincidere con quella di soglia.

In generale si può passare da una condizione in cui lo stato legato nel canale

chiuso è appena sotto la soglia dello spettro continuo nel canale aperto alla condi-

zione opposta in cui lo stesso stato legato è appena sopra soglia. La transizione tra

14



1.3. RISONANZE DI FANO-FESHBACH

queste due situazioni si ha per un certo valore del campo magnetico B0. Nel caso di

una transizione solo tra due livelli è stato dimostrato che la lunghezza di diffusione

si può porre con la seguente dipendenza dal campo applicato B [21]:

a(B) = a∞

(
1− ∆B

B − B0

)
, (1.25)

dove a∞ il valore della lunghezza di diffusione lontano dalla risonanza e ∆B è la

larghezza della risonanza.

PerB−B0 < ∆B, ovvero all’interno della risonanza, è possibile cambiare il segno ed il

modulo di as, fino ad annullare completamente le interazioni efficaci per B−B0 = ∆B

(as = 0). In particolare se lo stato è appena sotto soglia la lunghezza di scattering

sarà grande e positiva, e nel caso opposto sarà grande e negativa.

Figura 1.4: Dipendenza dal campo magnetico esterno della lunghezza di scattering nel
caso del 6Li. Si osservano due risonanze di Fano-Feshbach: una larga a B0 ≃ 834 G e
una stretta a B0 ≃ 543 G (che non si può risolvere a questa scala, cfr. [18]).

Questo effetto è stato sfruttato nello studio delle proprietà collisionali sia di gas

bosonici [23] sia di gas fermionici [24], e nella stabilizzazione di un condensato di

Bose con lunghezza di scattering negativa [25]. Il principale traguardo raggiunto

grazie alle risonanze di Fano-Feshbach resta la produzione di molecole ultra-fredde,

a partire sia da gas atomici bosonici [26], che fermionici [10]. Solo negli ultimi anni

sono state osservate risonanze di Fano-Feshbach anche in miscele atomiche bosoni

fermioni ultra-fredde [8, 9].
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1.3.1 Osservazioni sperimentali di risonanze di Fano-Feshbach

La prima osservazione sperimentale di una risonanza di Fano-Feshbach (RFF) in

ambito della materia condensata è avvenuta nel 1998 [27], in un condensato di Bose-

Einstein di atomi di sodio in trappola ottica e spin polarizzati. Da allora sono state

osservate molte altre risonanze fra atomi di una sola specie atomica (omeonucleari).

Solo negli ultimi anni si sta sviluppando l’interesse anche a risonanze eteronucleari.

Ricordo il caso del 85Rb: l’utilizzo delle RFF ha permesso di portare la specie

atomica alla condensazione di Bose-Einstein stabile. Infatti il 85Rb ha una lunghezza

di scattering negativa, che non permette la produzione di un condensato stabile:

utilizzando una RFF è stato possibile invertirne il segno [23]. Si è subito aperta la

possibilità offerta dalle RFF di nuovi studi: il controllo delle interazioni ha permesso

di portare un condensato di 85Rb nella regione di instabilità, cioè passando da una

interazione repulsiva ad una attrattiva, e di studiarne la dinamica del collasso [25].

Tale fenomeno, per un condensato confinato in un potenziale e caratterizzato da

interazione attrattiva, avviene quando il numero di atomi supera un certo valore

critico; il sistema invece è stabile per un numero di atomi minore.

Successivamente le RFF omonucleari sono state osservate in gas di Fermi e le

prime osservazioni sono state effettuate per atomi di 40K [24]. Il meccanismo delle

RFF è stato utilizzato per produrre molecole ultrafredde, permettendo inizialmente

la formazione di molecole costituite da bosoni (composite boson), come nel caso del
133Cs [28], e poi di molecole bosoniche costituite da atomi fermionici di 40K [10] e

di 6Li [29, 30, 31]. Il passo successivo alla produzione di molecole bosoniche formate

da atomi fermionici è stata la produzione di condensati di Bose-Einstein molecolari

[11, 12, 32], ottenuti partendo da gas fermionici sufficientemente degeneri. Di pari

passo diverse proposte teoriche sono state formulate per realizzare la superfluidità di

fermioni in presenza delle RFF [33] e per studiare la natura del superfluido al variare

delle interazioni [34]. In corrispondenza di una RFF viene prevista l’evoluzione da un

regime di accoppiamento di tipo BCS, in cui una frazione di fermioni in prossimità

dell’energia di Fermi forma coppie di Cooper9, ad uno di BEC di molecole di fermioni.

La regione in cui si formano le molecole è quella con interazione per cui (as > 0),

mentre le coppie di Cooper si formano nella regione di interazione per cui (as < 0).

Dopo la formazione di condensati di molecole da atomi fermionici [11, 12, 32], che

permette di studiare il regime BEC, sono state effettuate osservazioni sperimentali

anche nel regime di tipo BCS, per coppie di atomi di 40K [35] e di 6Li [36, 37]. Un

9Una coppia di Cooper è composta da due fermioni con vettori d’onda e spin opposti.
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risultato sperimentale raggiunto di recente sullo studio della superfluidità è stata

l’osservazione dei vortici stabili in un gas di Fermi di 6Li in rotazione, in un regime

di interazione forte [38].

Più di recente, infine, sono state osservate anche risonanze eteronucleari in mi-

scele di fermioni e bosoni, ad esempio 6Li-23Na [39]. Lo studio di queste risonanze

può permettere di migliorare la conoscenza dei potenziali intermolecolari determi-

nando la lunghezza di scattering interatomica, di produrre molecole eteronucleari

nello stesso regime di temperatura degli atomi e di osservare il collasso della miscela

Bose-Fermi. Fino ad ora, infatti, molecole eteronucleari sono state prodotte con

metodi di fotoassociazione [40]. Con questi metodi non si riescono a raggiungere

temperature molto basse come è possibile raggiungere con i metodi che utilizza-

no le risonanze di Fano-Feshbach. Queste molecole eteronucleari, a differenza di

quelle omonucleari, sono molecole fermioniche e sono polari. Il momento di dipolo

elettrico di queste molecole permetterebbe di studiare le proprietà di gas dipolari

degeneri, caratterizzati da forze di interazione anisotrope, aprendo nuove possibilità

di ricerca nella fisica dei gas atomici ultra-freddi. L’altro campo che può essere

studiato con le risonanze di Fano-Feshbach è la dinamica del collasso fra miscele

Bose-Fermi. Questo tipo di studio è interessante perché permette di modificare le

proprietà di ciascuna specie atomica per effetto dell’interazione fra le due; per le

particelle fermioniche, in particolare, grazie all’interazione attrattiva con i bosoni è

possibile vincere la repulsione efficace fra i fermioni, la pressione di Fermi, e portare

il gas di Fermi al collasso [41].

1.4 Il gas degenere di Fermi

Se la temperatura di un gas ideale (a una data densità) è sufficientemente bassa,

la statistica di Boltzmann diventa inapplicabile, e si devono usare differenti teorie

nelle quali il numero medio di occupazione dei vari stati di occupazione di singola

particella non è supposto piccolo.

Le statistiche quantistiche differiscono secondo il tipo di funzione d’onda che

descrive il gas, quando viene visto come un sistema di N particelle identiche. Nel

caso dei fermioni, che hanno spin semintero, il sistema è descritto da una funzione

d’onda antisimmetrica rispetto allo scambio di qualsiasi coppia di particelle.

Per un sistema di particelle descritto da una funzione d’onda antisimmetrica è

operante il principio di Pauli : in ogni stato non ci può stare simultaneamente più

di una particella.
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Quindi la configurazione del sistema a temperatura nulla vedrà gli N stati di

energia più bassa tutti occupati, e i successivi tutti vuoti. Aumentando la tempera-

tura del gas, alcune particelle andranno a occupare i livelli superiori, in precedenza

vuoti; tuttavia, se la temperatura rimane bassa, non vi sarà abbastanza energia per

spostare le particelle che si trovano nei livelli più profondi (Pauli Blocking), e quindi

cambierà energia solo una piccola frazione di particelle, e precisamente quelle la cui

energia è prossima a quella del più alto livello occupato. L’energia εF di tale livello

è una grandezza caratteristica del sistema, ed è detta energia di Fermi.

Tutte queste conclusioni si possono ricavare in maniera quantitativa a partire

dai potenziali termodinamici che si possono ricavare da studi statistici di un insieme

di fermioni. Nella seguente discussione delle proprietà di un gas di Fermi, e nel

proseguimento di questa mia tesi userò la notazione semplificata

β = (kBT )−1 (1.26)

in cui kB è la costante di Boltzmann, e T è la temperatura.

L’equazione base è il numero medio di occupazione di uno stato di singola

particella di impulso p per ogni stato di spin (per fermioni non polarizzati).

np =
1

eβ(εp−µ) + 1
, (1.27)

in cui µ è il potenziale chimico. Lo spettro di energia è quello di un insieme di

fermioni non interagenti non relativistici:

εp =
p2

2m
=

~
2k2

2m
(1.28)

Si assume che l’insieme di particelle è contenuto in un volume grande, per cui alle

somme sui singoli livelli discreti di particella singola si può sostituire l’integrale

sui numeri d’onda. Per semplicità mi riferirò a fermioni con spin 1/2, per cui la

degenerazione di ogni stato di singola particella di impulso definito è 2. Posso

scrivere l’energia totale come:

E =
∑

p

npεp =
2V
4π2

(2m

~2

) 3

2

∫ ∞

0

dε
ε

3

2

eβ(ε−µ) + 1
, (1.29)

in cui V è il volume. Da considerazioni termodinamiche si ricava l’espressione per

l’equazione di stato di un gas ideale di Fermi,

PV =
2

3
E (1.30)

18



1.4. IL GAS DEGENERE DI FERMI

In analogia con (1.29) si ricava l’equazione che dà il numero di particelle:

N

V =
2

4π2

(2m

~2

) 3

2

∫ ∞

0

dε
ε

1

2

eβ(ε−µ) + 1
(1.31)

Sebbene le tre equazioni precedenti determinano le variabili termodinamiche di un

gas di Fermi come funzioni di T,V e µ, la (1.31) può in principio essere invertita per

ottenere il potenziale chimico in funzione del numero N di particelle.

Si consideri la funzione di distribuzione np. L’equazione (1.27) mostra che la con-

dizione np ≤ 1 è garantita per tutti i valori di µ e T . Nel limite di alte temperature

o limite classico, si trova

np = eβ(µ−ε) (1.32)

che è la distribuzione di Boltzmann. A differenza dei bosoni il potenziale chimico

può diventare positivo, quando si riduce la temperatura, partendo dal limite classico.

Ora si vede cosa succede alla distribuzione di Fermi nel quando la temperatura tende

allo zero assoluto. Si vede subito che:

lim
T→0

np =





1 per εp < µ

0 per εp > µ



 = θ(µ− εp). (1.33)

ovvero si riduce a una funzione a gradino. Questo comportamento è proprio quello

che ci si aspettava: lo stato del sistema con energia più bassa è ottenuto riempiendo

i livelli di energia fino a

µ = ǫF quando T = 0. (1.34)

Dunque il potenziale chimico di un gas ideale di Fermi a temperatura zero è un nume-

ro positivo finito, uguale all’energia di Fermi. Infatti se si aggiungesse una particella

al sistema, si potrebbe fare solo fornendo alla particella un’energia superiore alla

massima, cioè εF .

Ricordo alcune proprietà di un gas ideale di Fermi a T = 0. La densità è data

da
N

V =
2

4π2

(2m

~2

) 3

2

∫ µ

0

dε ε
1

2 (1.35)

a causa della forma della funzione di distribuzione. Valutando l’integrale ed in-

vertendo la relazione si trova l’espressione dell’energia di Fermi in funzione della

densità

εF ≡ µ(T = 0) = (3π2)2/3 ~
2

2m
ρ2/3 ≡ p2

F

2m
(1.36)
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1.4. IL GAS DEGENERE DI FERMI

in cui ρ = N
V

è la densità, e pF è l’impulso di Fermi. Quindi l’energia di Fermi cresce

con la densità delle particelle ed è inversamente proporzionale alla loro massa. In

maniera simile si ricava l’energia totale del sistema.

E

V =
2

4π2

(2m

~2

) 3

2

∫ µ

0

dε ε
3

2 =
2

4π2

(2m

~2

) 3

2 2

5
µ

5

2 (1.37)

Combinando i risultati si giunge alla relazione:

E

N
=

3

5
µ =

3

5
εF , (1.38)

e all’equazione di stato

P =
2

5
(3π2)

2

3

~
2

2m
ρ

5

3 , (1.39)

la quale mostra che un gas di Fermi esercita una pressione positiva finita anche a

temperatura zero. Questo perché vi è come se vi fosse una forza repulsiva fra i

fermioni dovuta in sostanza al principio di esclusione di Pauli.

Adesso guardo cosa succede quando la temperatura cresce. Poichè la scala della

temperatura è fissata dalla temperatura di Fermi:

TF =
εF

kB

= (3π2)2/3 ~
2

2mkB

ρ2/3, (1.40)

si parlerà di basse temperature, e quindi di sistema molto vicino allo stato degenere,

quando:

T ≪ TF , (1.41)

mentre per T ≫ TF il comportamento tenderà al limite classico. Nel caso di tem-

peratura piccola ma finita, qualche risultato interessante si ottiene se si opera uno

sviluppo in serie di potenze di ζ = T/TF delle grandezze (1.30) (1.31). Ecco come

cambia l’equazione di stato:

PV =
2V
4π2

(2m

~2

) 3

2 2

3

[2
5
µ

5

2 + ε2
F ζ

2 π
2

8µ
1

2

+ . . .
]

(1.42)

Con questa equazione si ricava il numero di particelle:

N =
∂PV
∂µ

∣∣∣
TV
, (1.43)

con cui posso trovare l’andamento del potenziale chimico in funzione della tempera-

tura:

µ = εF

[
1− π2

12
ζ2 + . . .

]
. (1.44)
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1.5. APPROSSIMAZIONE DI HARTREE-FOCK

Concludo il paragrafo con un calcolo dell’ordine di grandezza della temperatura

di Fermi relativa a un esperimento sui vapori di atomi fermionici confinati. Le gran-

dezze sono relative all’esperimento descritto in [31]. In questo esperimento il gas

è composto da atomi di 6Li, che è un fermione: la massa è m = 9, 991× 10−24 g,

la densità raggiunta nell’esperimento è dell’ordine di 1014 cm−3: pertanto TF =

8, 3 µK. Siccome la temperatura ambiente ( 300 K) è molto più grande della tem-

peratura di Fermi relativa a questo caso particolare, bisogna “rallentare” gli atomi

perché si trovino nel limite di degenerazione quantistica.

Il gas di Fermi non interagente può rappresentare un’utile prima approssimazione

per diversi sistemi fermionici. Comunque per avere una conoscenza dettagliata dei

comportamenti di tali sistemi si devono includere le interazioni tra le particelle. Un

utile primo passo è dato dall’approssimazione di Hartree-Fock, che viene ricordata

nella prossima sezione.

1.5 Approssimazione di Hartree-Fock

Le teorie di campo medio hanno un ruolo importante nello studio di sistemi a molti

corpi. In questo ambito l’approssimazione detta di Hartree-Fock dà buoni risultati

per i sistemi di fermioni. In questa sezione riporto le idee di base dell’approssima-

zione, che consiste in una descrizione del sistema interagente in termini di singola

particella, che si muove nel campo medio generato dalle restanti particelle.

Ogni particella si muove in un potenziale ad un corpo non dipendente dal tempo.

Questa approssimazione presenta una condizione di autocompatibilità in quanto essa

determina energia e numero d’occupazione di ogni livello di particella singola in

funzione della distribuzione nei vari livelli dei costituenti del sistema.

Per semplicità ci si riferisce ad un sistema omogeneo per il quale è appropriata

la rappresentazione degli impulsi. Inoltre per semplicità si assume un’interazione

indipendente dall’eventuale spin σ. La quantità rilevante del procedimento è la

self-energy Σ⋆(k, τ1, τ
′
1) [42], che risulta istantanea δ(τ1 − τ ′1) nell’approssimazione

di Hartree-Fock. Il punto di partenza è l’ordine più basso per Σ⋆,

Σ⋆
H = δ(τ1 − τ ′1)

∑

γ

〈αγ|V̂ |α′γ〉gγ(τ1 − τ ′1 = 0)

= −δ(τ1 − τ ′1)(2s+ 1)V (0)
1

(2π)3

∫
dk′n

(0)
k′ (1.45)

dove le lettere greche indicano lo stato della particella (spin e impulso). La quantità

gγ(τ1 − τ ′1 = 0) è la funzione di Green termica del sistema non interagente, ovvero
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1.5. APPROSSIMAZIONE DI HARTREE-FOCK

Figura 1.5: Diagramma di Feynman del contributo del termine diretto o di Hartree.

il propagatore libero. La (1.45) è il contributo del termine diretto (o di Hartree), a

cui bisogna aggiungere il termine di scambio (o di Fock)

Figura 1.6: Diagramma di Feynman del contributo del termine di scambio o di Fock.

Σ⋆
F = −δ(τ1 − τ ′1)

∑

γ

〈αγ|V̂ |α′γ〉gγ(τ1 − τ ′1 = 0)

= δ(τ1 − τ ′1)
1

(2π)3

∫
dk′V (k− k′)n

(0)
k′ (1.46)

avendo posto in entrambe le formule k = kα = kα′ , k′ = kγ . Per quanto riguarda

lo spin in questo caso si ha σγ = σα = σα′ e quindi non si ha la somma sugli spin

della linea γ, manca cos̀ı il fattore (2s+ 1).

Fermarsi ai diagrammi ora descritti non è soddisfacente in quanto Σ⋆ dipende-

rebbe soltanto da n
(0)
k che riguarda il sistema non interagente. Per cui si aggiungono

tutte le infinite inserzioni di self-energy sulle linee γ. Ciò equivale a sostituire alla

funzione di Green termica del sistema non interagente gγ(τ1 − τ ′1 = 0), la funzione

di Green completa G (kγ, τ1 − τ ′1 = 0), di modo che la self-energy è data da [42]:

Σ⋆(k, τ1, τ
′
1) = Σ⋆(k)δ(τ1 − τ ′1) = (Σ⋆

H + Σ⋆
F )δ(τ1 − τ ′1) =

= δ(τ1 − τ ′1)
[
(2s+ 1)V (0)

1

(2π)3

∫
dk′nk′ − 1

(2π)3

∫
dk′V (k− k′) nk′

]
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1.5. APPROSSIMAZIONE DI HARTREE-FOCK

L’energia di particella singola che tiene conto dell’interazione della particella di

impulso k col resto del sistema è data quindi da:

Ek = ǫ0k + Σ⋆(k). (1.47)

Nella rappresentazione delle frequenze si ha per la funzione di Green:

G (k, ωn) = − 1

iωn − (Ek − µ)
(1.48)

in cui ωn = (2n+1)π
β~

sono le frequenza di Matsubara [42]. La distribuzione di equilibrio

per lo stato k è data da:

nk = −G (k, τ − τ ′ = 0−) = lim
η→0

1

β

∑

ωn

eiωnη

iωn − (Ek − µ)
=

1

eβ(Ek−µ) + 1
(1.49)

La procedura di autocompatibilità consiste nell’espressione di nk in cui Ek determi-

na, ed è allo stesso tempo determinata, da nk. Inoltre nk e Ek dipendono da µ che

è determinato fissando il numero di particelle del sistema:

N(T,V, µ) = (2s+ 1)
∑

k

nk = (2s+ 1)
V

(2π)3

∫
dknk (1.50)

Se il sistema non fosse omogeneo si dovrebbero determinare in modo autocompatibile

anche le autofunzioni di particella singola su cui si distribuiscono le particelle. Nel

caso di un sistema omogeneo sono noti a priori, cioè sono delle onde piane.
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Capitolo 2

Sviluppo semi-classico

Se la dimensione lineare delle variazioni del potenziale lV sono molto grandi rispetto

alla distanza su cui varia apprezzabilmente la funzione d’onda di singola particella

λ,

lV ≫ λ

allora le proprietà del sistema sono vicine a quelle classiche, e si può usare una

approssimazione classica nello studio del sistema.

Per un sistema a molti corpi la generalizzazione di questa condizione viene na-

turalmente offerta dalle teorie di campo medio: in queste il potenziale efficace, che

dà l’interazione di una particella con tutte le altre, dipende dalla densità ρ. Per cui

quando si ha un insieme di N-particelle l’approssimazione classica ha senso fisico se

la dimensione lineare su cui varia la densità lρ è molto maggiore rispetto alla dimen-

sione in cui varia la funzione d’onda di singola particella. In questo caso è corretto

parlare di approssimazione semi-classica, e non classica, in quanto si considera la

statistica quantistica seguita dalle particelle. Inoltre lo spin viene sempre quantiz-

zato. Nel caso particolare di un gas di fermioni la scala caratteristica su cui varia la

funzione d’onda di singola particella è data dall’inverso dell’impulso di Fermi per ~.

Per cui la condizione di validità dell’approssimazione semi-classica è:

lρ ≫
~

pF
.

Da notare che la condizione vale anche per un potenziale esterno eventualmente

presente.

Nel caso dei gas atomici fermionici confinati, è stato mostrato che una appros-

simazione semi-classica diventa sempre più accurata se si considerano sistemi con

un numero sempre più grande di costituenti [43]. In sostanza, a parità di numero

di particelle costituenti il sistema, questo approccio risulta, rispetto ad altri metodi
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come la RPA (Random Phase Approximation), più semplice e più trasparente da un

punto di vista fisico.

In questa tesi si sottolinea la capacità di poter trattare da un punto di vista

formale il comportamento all’equilibrio termodinamico e l’evoluzione dinamica del

gas di fermioni tramite la stessa quantità: la trasformata di Wigner della densità

[44]. In un certo senso è una rappresentazione nello “spazio delle fasi” della Mec-

canica Statistica Quantistica. In effetti nella Meccanica Quantistica non ha senso

introdurre “distribuzioni nello spazio delle fasi”: a causa del principio di indeter-

minazione di Heisenberg, la posizione del sistema nello spazio delle fasi non è una

quantità ben definita. Si può formalizzare la condizione di validità dell’approssima-

zione semi-classica. Sempre riferendosi a un gas, la distanza su cui varia la densità ρ

rappresenta la scala caratteristica di delocalizzazione delle particelle. Essa è legata

all’indeterminazione dell’impulso dal principio di indeterminazione di Heisenberg:

∆x∆p ≥ ~

2

Perché la descrizione abbia senso ∆p deve essere molto minore degli impulsi in gioco,

i quali per un gas quasi-degenere sono dell’ordine di pF , ∆p≪ pF . Dunque si ritrova

∆x≫ ~

pF
.

Questo capitolo è cos̀ı strutturato: dopo aver accennato alla maniera semi classica

per trattare un sistema di fermioni indipendenti § 2.1, e aver introdotto il formalismo

che sta alla base del nostro studio § 2.2, si studiano le evoluzioni temporali delle

trasformate di Wigner delle densità (§ 2.3, § 2.4, § 2.5), con le quali si ottengono le

equazioni con cui descrivere il sistema § 2.6. Infine si ricorda la trattazione BCS del

fenomeno della superfluidità dei fermioni § 2.7.

2.1 Fermioni indipendenti

In questa breve sezione si considera nuovamente il sistema di fermioni indipendenti,

come esempio semplice di un possibile sviluppo semi-classico. La densità dei fermioni

non interagenti è data da:

ρ(r) =
∑

ν

nν |φν(r)|2, (2.1)

dove nν è il numero di occupazione per lo stato ν, per il quale la funzione d’onda è

φν(r). Nel caso in cui la lunghezza d’onda de Broglie associata a ciascuna particella

è piccola rispetto alla scala in cui varia la densità e l’eventuale potenziale esterno,
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è possibile descrivere il sistema, non più con la funzione d’onda bens̀ı in termini

della funzione di distribuzione semi-classica fp(r). Questa è definita in modo che

fp(r)dpdr/(2π~)3 sia il numero medio di particelle nell’elemento di volume dello

spazio delle fasi dpdr di particella singola, e tiene conto della statistica quantistica

seguita dalle particelle.

Il contenuto fisico di questa approssimazione si riconduce al fatto che il sistema

possa avere localmente le stesse proprietà di un insieme infinito e omogeneo1. La

funzione di distribuzione all’equilibrio per i fermioni non interagenti è, per ogni stato

di spin:

fp(r) = f 0
p(r) =

1

eβ[εp(r)−µ] + 1
, (2.2)

che è analoga alla (1.27). Qui l’energia per singola particella è quella di una particella

classica:

εp(r) =
p2

2m
+ V (r), (2.3)

Questa descrizione può essere utilizzata anche nel caso di particelle interagenti, per

analizzare anche le eccitazioni del sistema. Il vincolo però è sempre quello che le

variazioni spaziali delle grandezze in gioco avvengono su distanze grandi rispetto

alle lunghezze d’onda delle eccitazioni tipiche.

2.2 Formalismo di base

Il sistema analizzato in questa mia tesi è un gas composto di atomi fermionici inte-

ragenti, indistinguibili, in stati di spin non definiti. In particolare il sistema viene

considerato infinito, ovvero già nel limite termodinamico2, omogeneo e isotropo.

Inoltre analizzo il caso in cui sia a temperatura finita. Si richiede che il sistema

sia all’equilibrio termodinamico, e che sia descrivibile mediante l’ensemble granca-

nonico3. Non considero la presenza di interazioni esterne. Per cui si ha questa

hamiltoniana grancanonica:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ =
∑

γ

∫
dx ψ̂†

γ(x)T (x)ψ̂γ(x) +

+
1

2

∑

γβ,γ′β′

∫∫
dx dz ψ̂†

γ(x)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (x, z)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(x) (2.4)

1In gergo abbia delle proprietà di bulk.
2Cioè in cui N →∞, V → ∞, mantenendo N/V = ρ = cost.
3Con questo ensemble si considerano anche le fluttuazioni del numero di particelle.
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dove ψ̂γ(r) è l’operatore di campo fermionico e segue le regole di anticommutazione

[42]:

{ψ̂α(x), ψ̂†
β(z)} = ψ̂α(x)ψ̂†

β(z) + ψ̂†
β(z)ψ̂α(x) = δα,βδ(x− z) (2.5)

{ψ̂α(x), ψ̂β(z)} = ψ̂α(x)ψ̂β(z) + ψ̂β(z)ψ̂α(x) = 0. (2.6)

Nella (2.4) ho usato la seguente notazione per l’operatore a un corpo,

T (x) ≡ −~
2∇2

x

2m
− µ, (2.7)

µ è il potenziale chimico, mentre 〈γβ|V (x, z)|γ′β ′〉 è l’elemento di matrice tra stati

di spin delle particelle.

Si lavora in rappresentazione di Heisenberg:

ψ̂Hα(x, t) = eiĤt/~ψ̂α(x) e−iĤt/~. (2.8)

Quindi i campi fermionici evolvono nel tempo secondo l’equazione,

i~
∂

∂t
ψ̂Hα(x, t) = eiĤt/~[ψ̂α(x), Ĥ] e−iĤt/~. (2.9)

dove Ĥ è l’hamiltoniana grancanonica (2.4).

Per avere l’evoluzione dei campi fermionici ψ̂ ψ̂† in maniera esplicita bisogna

valutare i commutatori tra questi e l’hamiltoniana Ĥ : per non appesantire la lettura

ometto i passaggi intermedi. Questo è il risultato4 per il campo ψ̂:

[ψ̂α(x), Ĥ] = T (x)ψ̂α(x) +
∑

β′,γ′,γ

∫
dz ψ̂†

γ(z)〈γα|V (x, z)|γ′β ′〉ψ̂γ′(z)ψ̂β′(x). (2.10)

Prendendone l’aggiunta si ottiene il risultato relativo al campo ψ̂†:

[ψ̂†
α(x), Ĥ] = −ψ̂†

α(x)T (x)−
∑

β,β′,γ

∫
dy ψ̂†

γ(x)ψ̂†
β(y)〈γβ|V (x,y)|αβ ′〉ψ̂β′(y). (2.11)

Adesso che si ha l’evoluzione dei campi in maniera esplicita si può proseguire nello

studio delle proprietà del sistema, con una tecnica particolare. Lo scopo infatti è di

lavorare non direttamente con gli operatori, bens̀ı con grandezze che possono avere

un significato macroscopico, come per esempio la densità di particelle.

4Il calcolo completo si trova in appendice § A.1
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2.3 La funzione di Wigner F

Il limite semi-classico di un certo osservabile può essere espresso dallo sviluppo

in termini di ~, non tanto dell’osservabile stesso, ma bens̀ı della sua cos̀ı detta

trasformata di Wigner [44], ed è conosciuta con il termine espansione in ~ di Wigner-

Kirkwood [45]. Questa tecnica è già stata usata nell’ambito dello studio della fase

superfluida della materia nucleare [46, 47]. Si vedrà che in definitiva lo sviluppo

semi-classico mediante la trasformata di Wigner, non è altro che una sviluppo in

termini di potenze dei gradienti delle coordinate e degli impulsi.

Si definisce inizialmente la matrice5 densità normale, come un operatore non

locale [43]:

ρα,β(x,x′, t) = 〈: ψ̂†
Hβ(x′, t)ψ̂Hα(x, t) :〉, (2.12)

dove le parentesi angolari hanno il significato di media sull’ensemble6.

Si prende la sua trasformata di Wigner, detta anche funzione di Wigner per la

densità normale [48]:

Fα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

Hβ(x−, t)ψ̂Hα(x+, t) :〉, (2.13)

dove x+ ≡ x + R/2, x− ≡ x −R/2. Questa grandezza è analoga alla funzione di

distribuzione semi-classica (2.2) del caso di un sistema di fermioni liberi.

Si analizzano adesso le sue proprietà principali. Integrandola su tutti gli impulsi

si ottiene la parte locale della matrice densità:

1

(2π~)3

∫
dpFα,β(x,p, t) =

1

(2π~)3
(2π)3

∫
dR δ(R/~)〈: ψ̂†

Hβ(x−, t)ψ̂Hα(x+, t) :〉

= ρα,β(x, t). (2.14)

Se di questa espressione prendo la traccia sugli spin, ottengo7 la densità locale di

particelle:

ρ(x, t) =
∑

σ

〈: ψ̂†
σ(x, t)ψ̂σ(x, t) :〉 = Trρ̂. (2.15)

Nel limite di sistema omogeneo e isotropo all’equilibrio, la funzione di Wigner si

riduce al numero medio di occupazione dello stato di impulso p. Infatti, sviluppo il

campo fermionico in seconda quantizzazione sulla base degli impulsi: il fatto di aver

5Nel caso di un sistema con spin 1/2 è una matrice 2× 2.

6Dato l’operatore Ô, si ha 〈: Ô :〉 = Tr(ρ̂GÔ) = Tr(e−β(Ĥc−µN̂)Ô)

Tre−β(Ĥc−µN̂)
.

7D’ora in avanti per non appesantire ulteriormente la veste grafica del testo, i campi in
rappresentazione di Heisenberg saranno indicati con ψ̂σ(x, t).
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preso un sistema omogeneo e uniforme implica che l’impulso si conserva per cui è

conveniente usare lo sviluppo in onde piane degli operatori di campo:

ψ̂α(x) =
∑

k

1√
V
eik ·xaαk ψ̂†

α(x) =
∑

k′

1√
V
e−ik′ ·xa†αk, (2.16)

dove a†αk e aαk sono gli operatori di creazione e di distruzione di una particella nello

stato α e impulso ~k = q, cfr. [48].

Fα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−, t)ψ̂α(x+, t) :〉

=
1

V

∫
dR

∑

k,k′

e−ip ·R/~e−ik′ · (x−)eik · (x+)〈: a†βk′aαk :〉.

Nell’ipotesi di un sistema omogeneo: 〈: a†βk′aαk :〉 = δβ,αδk′,k〈: a†αkaαk :〉

=
1

V

∫
dR

∑

k

e−ip ·R/~e−ik · (x−)eik · (x+)〈: a†αkaαk :〉.

Nel limite continuo posso sostituire alle sommatorie gli integrali:
∑

k

−→ V
(2π)3

∫
dk =

V
(2π~)3

∫
dq. (2.17)

Per cui viene:

=
1

V
V

(2π~)3

∫∫
dR dq e−iR

~
· (p−q)〈: a†αqaαq :〉

=
1

(2π~)3

∫
dq (2π)3δ(

p− q

~
)〈: a†αqaαq :〉

= 〈: a†αpaαp :〉. (2.18)

Lo scopo di questo capitolo è di arrivare a scrivere un sistema di equazioni con

cui si riesce a descrivere, in linea di principio, il comportamento all’equilibrio termo-

dinamico e fuori equilibrio del gas di fermioni per qualunque valore dell’interazione

efficace. Nel caso all’equilibrio termodinamico il sistema di equazioni porta diret-

tamente all’equazione per il gap, mentre fuori dall’equilibrio si ottengono i modi

collettivi del gas. Questo sistema di equazioni deriva direttamente dall’analisi della

evoluzione temporale della funzione di Wigner.

2.3.1 Evoluzione della funzione F

Il primo passo è studiare le proprietà del sistema attraverso l’evoluzione della fun-

zione di Wigner. Ovvero si valuta la sua derivata rispetto al tempo:

i~
∂

∂t
Fα,β(x,p, t) = i~

∫
dR e−ip ·R/~

[
〈:
( ∂
∂t
ψ̂†

β(x−, t)
)
ψ̂α(x+, t) :〉
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+〈: ψ̂†
β(x−, t)

∂

∂t
ψ̂α(x+, t) :〉

]
. (2.19)

A questo punto si usano gli utili risultati per l’evoluzione dei campi fermionici (2.10)

(2.11): svolgendo i calcoli compariranno termini a un corpo e termini a due corpi.

Termini a un corpo

Adesso analizzo la parte “a un corpo”, indicata con F (1), della variazione della

funzione di Wigner:

i~
∂

∂t
F

(1)
α,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~

[
− 〈: ψ̂†

β(x−, t)T (x−)ψ̂α(x+, t) :〉

+〈: ψ̂†
β(x−, t)T (x+)ψ̂α(x+, t) :〉

]

=

∫
dR e−ip ·R/~

[
− 〈: ψ̂†

β(x−, t)
(
− ~

2←−∇2
x

2m
− µ

)
ψ̂α(x+, t) :〉

+〈: ψ̂†
β(x−, t)

(
− ~

2−→∇2
x

2m
− µ

)
ψ̂α(x+, t) :〉

]
. (2.20)

Usando l’identità:

←−∇2
x −
−→∇2

x = (
←−∇x −

−→∇x) · (
←−∇x +

−→∇x) =
←−∇2

x +
←−∇x ·

−→∇x −
−→∇x ·

←−∇x −
−→∇2

x, (2.21)

la (2.20) diventa:

=

∫
dR

~
2

2m
e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−, t)(
←−∇x −

−→∇x) · (
←−∇x +

−→∇x)ψ̂α(x+, t) :〉. (2.22)

La (2.22) si può riscrivere in termini di gradienti delle variabili R ed x:

〈: ψ̂†
β(x−, t)(

←−∇x −
−→∇x)ψ̂α(x+, t) :〉 = −2∇R〈: ψ̂†

β(x−, t)ψ̂α(x+, t) :〉 (2.23)

〈: ψ̂†
β(x−, t)(

←−∇x +
−→∇x)ψ̂α(x+, t) :〉 = ∇x〈: ψ̂†

β(x−, t)ψ̂α(x+, t) :〉. (2.24)

Utilizzando questo risultato si può scrivere la derivata temporale della funzione di

Wigner come una convoluzione di operatori differenziali:

i~
∂

∂t
F

(1)
α,β(x,p, t) =

i~

m

∫
dR e−ip ·R/~(i~∇R)·∇x〈: ψ̂†

β(x−, t)ψ̂α(x+, t) :〉

= −i~p·∇x

m
Fα,β(x,p, t). (2.25)

Termini a due corpi

Proseguo analizzando la parte “a due corpi”, indicata con F (2), della variazione della

funzione di Wigner:
∫
dR e−ip ·R/~

(
−
∑

γ,σ,σ′

〈:
∫
dy ψ̂†

γ(x−)ψ̂†
σ(y)〈γσ|V (x−,y)|βσ′〉ψ̂σ′(y)ψ̂α(x+) :〉
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+
∑

τ ′,λ′,λ

∫
dz 〈: ψ̂†

β(x−)ψ̂†
λ(z)〈λα|V (x+, z)|λ′τ ′〉ψ̂λ′(z)ψ̂τ ′(x+) :〉

)
. (2.26)

A questo punto conviene specializzare lo studio scelgiendo un potenziale di contat-

to, ovvero a range d’interazione nullo e non dipendente dagli spin. Questa è una

scelta consueta per gas diluiti a bassa temperatura [43, 49, 50, 51]. Si deve dire

che semplifica i calcoli, ma comporta un problema di rinormalizzazione di alcune

risultanti8:
〈γσ|V (x−,y)|βσ′〉 = gδσ,σ′δγ,βδ(x− − y)
〈λα|V (x+, z)|λ′τ ′〉 = gδλ,λ′δα,τ ′δ(x+ − z)

. (2.27)

Con questa scelta l’equazione (2.26) diventa:

i~
∂

∂t
F

(2)
α,β(x,p, t) = g

∫
dR e−ip ·R/~

(
−
∑

σ

〈:
∫
dy ψ̂†

β(x−)ψ̂†
σ(y)δ(x− − y)ψ̂σ(y)ψ̂α(x+) :〉

+
∑

λ

∫
dz 〈: ψ̂†

β(x−)ψ̂†
λ(z)δ(x+ − z)ψ̂λ(z)ψ̂α(x+) :〉

)

= g

∫
dR e−ip ·R/~

(
−
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂†

σ(x−)ψ̂σ(x−)ψ̂α(x+) :〉

+
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂†

λ(x+)ψ̂λ(x+)ψ̂α(x+) :〉
)
. (2.28)

Come si vede per entrambi gli addendi si ha la media di quattro operatori di cam-

po. A questo punto si opera un’ulteriore approssimazione, quella di campo medio;

utilizzando il teorema di Wick si ottiene:

i~
∂

∂t
F

(2)
α,β(x,p, t) = g

∫
dR e−ip ·R/~(−A+B), (2.29)

in cui:

A =
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂†

σ(x−)ψ̂σ(x−)ψ̂α(x+) :〉 (2.30)

≃
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂α(x+) :〉〈: ψ̂†

σ(x−)ψ̂σ(x−) :〉

−
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂σ(x−) :〉〈: ψ̂†

σ(x−)ψ̂α(x+) :〉

+
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂†

σ(x−) :〉〈: ψ̂σ(x−)ψ̂α(x+) :〉, (2.31)

B =
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂†

λ(x+)ψ̂λ(x+)ψ̂α(x+) :〉 (2.32)

8La discussione completa relativa ai problemi di convergenza data questa scelta viene ripresa
nel paragrafo § 3.3.
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≃
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂α(x+) :〉〈: ψ̂†

λ(x+)ψ̂λ(x+) :〉

−
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂λ(x+) :〉〈: ψ̂†

λ(x+)ψ̂α(x+) :〉

+
∑

σ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂†

λ(x+) :〉〈: ψ̂λ(x+)ψ̂α(x+) :〉. (2.33)

Tra i vari addendi riconosco la matrice densità normale locale (2.14), e incontro la

matrice densità anomala locale, o altres̀ı detta campo di pairing9:

κα,β(x, t) = 〈: ψ̂β(x, t)ψ̂α(x, t) :〉. (2.34)

κα,β(x, t) = 〈: ψ̂†
β(x, t)ψ̂†

α(x, t) :〉. (2.35)

In termini di queste densità la (2.28) diventa:

i~
∂

∂t
F

(2)
α,β(x,p, t) = g

∫
dR e−ip ·R/~

{
〈: ψ̂†

β(x−)ψ̂λ(x+) :〉(ρ(x+, t)− ρ(x−, t))

+
∑

σ〈: ψ̂†
σ(x−)ψ̂α(x+) :〉ρσ,β(x−, t)

−
∑

λ〈: ψ̂
†
β(x−)ψ̂λ(x+) :〉ρα,λ(x+, t)

+
∑

λ〈: ψ̂
†
β(x−)ψ̂λ(x+) :〉κα,λ(x+, t)

−∑σ〈: ψ̂†
σ(x−)ψ̂α(x+) :〉κσ,β(x−, t)

}
.(2.36)

Osservo che questa espressione è composta di tre gruppi di due addendi ciascuno.

Nel primo gruppo c’è una dipendenza dalla densità locale, termine diretto. Il secondo

gruppo dipende dalla matrice densità, termine di scambio. Il terzo gruppo dipende

alla matrice densità anomala, termine anomalo10.

Adesso quello che faremo sarà mettere in evidenza nella (2.36) la funzione di

Wigner. Per questo faremo per ciascun termine uno sviluppo di Taylor delle densità

attorno alla variabile x. Ci si fermerà al primo ordine. Ricordo che è uno sviluppo

semi-classico: questa procedura d’approssimazione vale per variazioni spaziali lente

delle grandezze in gioco.

Sviluppando fino la primo ordine in R la densità:

ρσ,β(x+, t) ≃ ρσ,β(x, t) +
R

2
·∇xρσ,β(x, t). (2.37)

ρσ,β(x−, t) ≃ ρσ,β(x, t)− R

2
·∇xρσ,β(x, t). (2.38)

9In generale è un campo complesso.
10Questi termini gergali sono propri dell’approssimazione campo medio detta di Hartree-Fock,

vedi par. § 1.5.
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Si ottiene per il termine diretto:

g

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−)ψ̂α(x+) :〉(ρ(x+, t)− ρ(x−, t))

= g

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−)ψ̂α(x+) :〉(R ·∇xρ(x, t))

= +i~g∇pFα,β(x,p, t) ·∇xρ(x, t). (2.39)

e per il termine di scambio:

g

∫
dR e−ip ·R/~

{∑

σ

〈: ψ̂†
σ(x−)ψ̂α(x+) :〉ρσ,β(x−, t)−

∑

λ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂λ(x+) :〉ρα,λ(x+, t)

}

= g
∑

σ

Fα,σ(x,p, t)ρσ,β(x, t)− i~g

2

∑

σ

∇pFα,σ(x,p, t) ·∇xρσ,β(x, t)

−g
∑

λ

Fλ,β(x,p, t)ρα,λ(x, t)−
i~g

2

∑

λ

∇pFλ,β(x,p, t) ·∇xρα,λ(x, t). (2.40)

Operando analogamente sulla densità anomala:

κα,λ(x+, t) ≃ κα,λ(x, t) +
R

2
·∇xκα,λ(x, t). (2.41)

κσ,β(x−, t) ≃ κσ,β(x, t)− R

2
·∇xκσ,β(x, t). (2.42)

Si ottengono i termini di ordine zero dello sviluppo in gradiente,

g

∫
dR e−ip ·R/~

{∑

λ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂λ(x+) :〉κα,λ(x, t)

−
∑

σ

〈: ψ̂†
σ(x−)ψ̂α(x+) :〉κσ,β(x, t)

}
, (2.43)

definisco le trasformate di Wigner delle densità anomale:

Dα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂β(x−, t)ψ̂α(x+, t) :〉 (2.44)

Dα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−, t)ψ̂
†
α(x+, t) :〉. (2.45)

La (2.43) è il prodotto di convoluzione dei campi κ e κ, e delle loro trasformate di

Wigner, rispettivamente D e D, vedi par. § 2.4. I termini del primo ordine sono del

tipo:

g

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−)ψ̂†
λ(x+) :〉R

2
∇xκλ,α(x, t) =

i~g

2
∇pDβ,λ(x,p, t) ·∇xρλ,α(x, t).
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Per cui si ha:

g

∫
dR e−ip ·R/~

{∑

λ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂λ(x+) :〉κα,λ(x+, t)−

∑

σ

〈: ψ̂†
σ(x−)ψ̂α(x+) :〉κσ,β(x−, t)

}

= g
∑

λ

Dλ,β(x,p, t)κα,λ(x, t) +
i~g

2

∑

λ

∇pDλ,β(x,p, t) ·∇xκα,λ(x, t)

−g
∑

σ

Dα,σ(x,p, t)κσ,β(x, t) +
i~g

2

∑

σ

∇pDα,σ(x,p, t) ·∇xκσ,β(x, t). (2.46)

Unendo i risultati (2.25), (2.39), (2.40), (2.46) si ha alla fine:

i~
∂

∂t
Fα,β(x,p, t) = i~

∂

∂t
F

(1)
α,β(x,p, t) + i~

∂

∂t
F

(2)
α,β(x,p, t)

= −i~p·∇x

m
Fα,β(x,p, t) + i~g∇pFα,β(x,p, t)·∇xρ(x, t) (2.47)

+g
∑

σ

Fα,σ(x,p, t)ρσ,β(x, t)− i~g

2

∑

σ

∇pFα,σ(x,p, t) ·∇xρσ,β(x, t)

−g
∑

λ

Fλ,β(x,p, t)ρα,λ(x, t)−
i~g

2

∑

λ

∇pFλ,β(x,p, t) ·∇xρα,λ(x, t)

+g
∑

λ

Dλ,β(x,p, t)κα,λ(x, t) +
i~g

2

∑

λ

∇pDλ,β(x,p, t) ·∇xκα,λ(x, t)

−g
∑

σ

Dα,σ(x,p, t)κσ,β(x, t) +
i~g

2

∑

σ

∇pDα,σ(x,p, t) ·∇xκσ,β(x, t).

2.4 Le funzioni di Wigner anomale, D D

Nell’equazione d’evoluzione della funzione di Wigner F entrano in gioco le funzioni

di Wigner della densità anomala e della sua complessa coniugata:

Dα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂β(x−, t)ψ̂α(x+, t) :〉. (2.48)

Dα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−, t)ψ̂
†
α(x+, t) :〉. (2.49)

Da notare che per loro valgono le proprietà, analoghe alla (2.14):

1

(2π~)3

∫
dpDα,β(x,p, t) = κα,β(x, t). (2.50)

1

(2π~)3

∫
dpDα,β(x,p, t) = κα,β(x, t). (2.51)
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Esaminiamo il caso di un sistema omogeneo e isotropo all’equilibrio termodinamico

anche per la D e la D. Al solito sviluppo il campo fermionico sulla base degli impulsi:

ψ̂α(x) =
∑

k

1√
V
eik ·xaαk. (2.52)

Con questa scelta la D diventa:

Dα,β(x,p, t) =
1

V

∫
dR

∑

k,k′

e−ip ·R/~eik · (x−)eik′ · (x+)〈: aβkaαk′ :〉.

Per l’ipotesi di sistema omogeneo c’è la conservazione dell’impulso: si formano cos̀ı

solo coppie di Cooper con impulso totale nullo

=
1

V

∫
dR

∑

k

e−ip ·R/~eik · (x−)e−ik · (x+)〈: a−αkaα−k :〉.

Passando al limite continuo per la somma su k si ottiene:

Dα,β(x,p, t) = 〈: a−α−paαp :〉. (2.53)

Per la funzione D con un procedimento analogo si ottiene:

Dα,β(x,p, t) = 〈: a†βpa
†
−β−p :〉. (2.54)

L’equazione (2.47) per l’evoluzione temporale della funzione di Wigner F contie-

ne le funzioni di Wigner anomale, per cui è necessario introdurre l’equazioni per

quest’ultime.

2.4.1 Evoluzione della funzione D

Procediamo in analogia al paragrafo precedente: si studia l’evoluzione della funzione

D. Ovvero si valuta la sua derivata rispetto al tempo:

i~
∂

∂t
Dα,β(x,p, t) = i~

∫
dR e−ip ·R/~

[
〈:
( ∂
∂t
ψ̂†

β(x−, t)
)
ψ̂†

α(x+, t) :〉

+〈: ψ̂†
β(x−, t)

∂

∂t
ψ̂†

α(x+, t) :〉
]
. (2.55)

Si ottengono termini a un corpo e termini a due corpi.

Termini a un corpo

La parte “a un corpo” della variazione della D è data da:

i~
∂

∂t
D

(1)

α,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~

[
〈: ψ̂†

β(x−, t)
~

2

2m
(
←−∇2

x +
−→∇2

x)ψ̂
†
α(x+, t) :〉
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+2µ〈: ψ̂†
β(x−, t)ψ̂

†
α(x+, t) :〉

]
. (2.56)

Sfruttando l’identità11:

←−∇2
x +
−→∇2

x =
1

2

[
(
←−∇x +

−→∇x)
2 + (
←−∇x −

−→∇x)
2
]
, (2.57)

con l’aiuto delle identità (2.23), (2.24) si ottiene:

i~
∂

∂t
D

(1)

α,β(x,p, t) =
~

2∇2
x

4m
Dα,β(x,p, t) + 2µDα,β(x,p, t)− p2

m
Dα,β(x,p, t). (2.58)

in cui si è usato il fatto:
∫
dR e−ip ·R/~(

−~
2∇2

R

2m
)〈: ψ̂†

β(x−, t)ψ̂
†
α(x+, t) :〉 =

p2

2m
Dα,β(x,p, t). (2.59)

Termini a due corpi

A questo punto si prosegue analizzando la parte “a due corpi” della variazione tem-

porale della D. Anche in questo caso la procedura è simile al caso della funzione

di Wigner normale. All’evoluzione temporale di D contribuiscono tre termini: di-

retto, di scambio, anomalo. Nel primo compare il prodotto di convoluzione della la

funzione di Wigner D con la densità.

g

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

β(x−)ψ̂†
α(x+) :〉(−ρ(x−, t)− ρ(x+, t))

Nel secondo la D è accoppiata con la matrice densità.

g

∫
dR e−ip ·R/~

{∑

ν

〈: ψ̂†
ν(x−)ψ̂†

α(x+) :〉ρν,β(x−, t) +
∑

ρ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂†

ρ(x+) :〉ρρ,α(x+, t)
}

La novità si ha nel termine anomalo:

g

∫
dR e−ip ·R/~

{
−
∑

ρ

〈: ψ̂†
β(x−)ψ̂ρ(x+) :〉κρ,α(x+, t)

11Non è difficile dimostrare questa identità, infatti:

←−∇x =
1

2
(
←−∇x +

−→∇x −
−→∇x +

←−∇x) =
1

2
[(
←−∇x +

−→∇x) + (
←−∇x −

−→∇x)]

−→∇x =
1

2
(
−→∇x +

←−∇x −
←−∇x +

−→∇x) =
1

2
[(
←−∇x +

−→∇x)− (
←−∇x −

−→∇x)]

←−∇2
x

=
1

4
[(
←−∇x +

−→∇x)2 + (
←−∇x −

−→∇x)2 + 2(
←−∇x +

−→∇x) · (←−∇x −
−→∇x)]

−→∇2
x

=
1

4
[(
←−∇x +

−→∇x)2 + (
←−∇x −

−→∇x)2 − 2(
←−∇x +

−→∇x) · (←−∇x −
−→∇x)].
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−
∑

ν

〈: ψ̂ν(x−)ψ̂†
α(x+) :〉κν,β(x−, t)

}
.

Definisco la trasformata di Wigner F :

Fα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂β(x−, t)ψ̂

†
α(x+, t) :〉 (2.60)

Il termine anomalo, una volta sviluppato all’ordine zero dello, porta la convoluzione

della matrice densità anomala con la trasformata di Wigner F .

Fermandosi al primo ordine dello sviluppo in gradienti si ottiene alle:

i~
∂

∂t
Dα,β(x,p, t) = i~

∂

∂t
D

(1)

α,β(x,p, t) + i~
∂

∂t
D

(2)

α,β(x,p, t)

=
~

2∇2
x

4m
Dα,β(x,p, t) + 2µDα,β(x,p, t) (2.61)

−p2

m
Dα,β(x,p, t)− 2gDα,β(x,p, t)ρ(x, t)

+g
∑

ν

Dα,ν(x,p, t)ρν,β(x, t)− i~g

2

∑

ν

∇pDα,ν(x,p, t)∇xρν,β(x, t)

+g
∑

ρ

Dρ,β(x,p, t)ρρ,α(x, t) +
i~g

2

∑

ρ

∇pDρ,β(x,p, t)∇xρρ,α(x, t)

−g
∑

ν

F α,ν(x,p, t)κν,β(x, t) +
i~g

2

∑

ν

∇pF α,ν(x,p, t)∇xκν,β(x, t)

−g
∑

ρ

Fρ,β(x,p, t)κρ,α(x, t)− i~g

2

∑

ρ

∇pFρ,β(x,p, t)∇xκρ,α(x, t).

2.4.2 Evoluzione della funzione D

L’equazione per l’evoluzione temporale della funzione D, è simile alla precedente.

Per brevità riporto solamente il risultato.

i~
∂

∂t
Dα,β(x,p, t) = −~

2∇2
x

4m
Dα,β(x,p, t)− 2µDα,β(x,p, t) (2.62)

+
p2

m
Dα,β(x,p, t) + 2gDα,β(x,p, t)ρ(x, t)

−g
∑

µ

Dα,µ(x,p, t)ρβ,µ(x, t) +
i~g

2

∑

µ

∇pDα,µ(x,p, t) ·∇xρβ,µ(x, t)

−g
∑

σ

Dσ,β(x,p, t)ρα,σ(x, t)− i~g

2

∑

σ

∇pDσ,β(x,p, t) ·∇xρα,σ(x, t)

+g
∑

σ

F σ,β(x,p, t)κα,σ(x, t) +
i~g

2

∑

σ

∇pF σ,β(x,p, t) ·∇xκα,σ(x, t)
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+g
∑

µ

Fα,µ(x,p, t)κβ,µ(x, t)−
i~g

2

∑

µ

∇pFα,µ(x,p, t) ·∇xκβ,µ(x, t).

Adesso per completare il set di quattro equazioni per le quattro funzioni di Wigner,

bisogna introdurre l’equazione per l’evoluzione della funzione F .

2.5 La funzione di Wigner F

Se la funzione di Wigner normale F si può associare alla funzione di distribuzione

delle particelle, è naturale aspettarsi una funzione di distribuzione delle buche di

particela (o lacune). Si può notare infatti che per la funzione di Wigner F definita

nel paragrafo precedente vale:

1

(2π~)3

∫
dpF α,β(x,p, t) = 〈: ψ̂β(x, t)ψ̂†

α(x, t) :〉 = δα,β − ρα,β(x, t). (2.63)

Questo fatto è ancora più chiaro quando si valuta la F per un sistema omogeneo e

isotropo all’equilibrio termodinamico.

F α,β(x,p, t) =
1

V

∫
dR

∑

k,k′

e−ip ·R/~eik · (x−)e−ik′ · (x+)〈: aβka
†
αk′ :〉.

Usando in ordine l’ipotesi di sistema omogeneo, il limite continuo e la definizione

della delta di Dirac, si ottiene:

F α,β(x,p, t) = 〈: aα−pa
†
α−p :〉 = 1− 〈: a†α−paα−p :〉.

Questa equazione dà il numero di occupazione delle buche di particella nello stato

di impulso −p.

2.5.1 Evoluzione della funzione F

L’equazione per l’evoluzione della funzione di Wigner F è molto simile all’equazione

(2.47) per F . Siccome non ci sono novità riporto solo il risultato finale.

i~
∂

∂t
F α,β(x,p, t) = i~

p·∇x

m
Fα,β(x,p, t)− i~g∇pF α,β(x,p, t)·∇xρ(x, t) (2.64)

−g
∑

γ

F α,γ(x,p, t)ρβ,γ(x, t) +
i~g

2

∑

γ

∇pFα,γ(x,p, t) ·∇xρβ,γ(x, t)

+g
∑

ν

F ν,β(x,p, t)ρν,α(x, t) +
i~g

2

∑

ν

∇pF ν,β(x,p, t) ·∇xρν,α(x, t)
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−g
∑

ν

Dν,β(x,p, t)κν,α(x, t)− i~g

2

∑

ν

∇pDν,β(x,p, t) ·∇xκν,α(x, t)

+g
∑

γ

Dα,γ(x,p, t)κβ,γ(x, t)−
i~g

2

∑

γ

∇pDα,γ(x,p, t) ·∇xκβ,γ(x, t).

2.6 Riepilogo

In conclusione ho trovato che analizzando l’evoluzione temporale della funzione di

Wigner della densità, fermandosi alla variazione prima dei campi fermionici, e usan-

do delle approssimazioni ragionevoli, sono emerse delle equazioni integro differenziali

accoppiate, e dunque compongono un sistema formato dalle (2.47), (2.62), (2.61),

(2.64).

Infatti dall’evoluzione della F deriva la necessità di analizzare l’evoluzione tem-

porale delle trasformate di Wigner di densità anomale; le cui evoluzioni dipendono

a loro volta dalla trasformata di Wigner della densità delle particelle e dalla densità

di lacune: si “chiude” cos̀ı il sistema di equazioni accoppiate.

È da sottolineare il fatto che il formalismo usato è molto generale e può valere per

molte configurazioni del gas di fermioni: per esempio si possono analizzare fenomeni

collettivi legati allo spin (tipo onde di spin), oppure considerare fermioni con più di

due stati di spin diversamente popolati. Come già detto precedentemente abbiamo

fatto la scelta particolare di un potenziale di contatto indipendente dallo spin, ma

formalmente si può includere un potenziale a range finito anche dipendente dallo

spin; oppure considerare il caso di un sistema di fermioni confinati da un potenziale

esterno. In questa tesi si analizza il caso di un sistema di fermioni con due stati di

spin (↑, ↓) equamente popolati: si considereranno dunque solo fenomeni legati alla

fluttuazione di densità.

Nel prossimo capitolo partiremo da questo punto si scriverà il sistema di equazioni

accoppiate in forma matriciale compatta, poi, nel caso particolare di un sistema

omogeneo e isotropo all’equilibrio termodinamico, si ricaverà in maniera diretta

l’equazione del gap.

Nella prossima sezione ricordo i risultati principali della trattazione usuale del

problema della superconduttività.

2.7 Trattazione usuale BCS

La teoria BCS è stata formulata nel 1957 dai fisici Bardeen, Cooper e Schrieffer

che la introdussero per spiegare i fenomeni della superconduttività dei metalli a
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temperature vicino allo zero assoluto [15]. Cooper fu il primo a mostrare che una

interazione attrattiva tra fermioni nel mare di Fermi conduce all’apparizione di una

coppia di particelle fortemente correlate [16]. A temperatura zero lo stato fonda-

mentale del sistema non interagente (il mare di Fermi totalmente riempito), quando

viene accesa l’interazione, diventa instabile verso la formazione di coppie, e l’energia

finita del legame della coppia fornisce una spiegazione qualitativa per il gap nello

spettro di eccitazione.

In questa sezione riporto i passaggi significativi della trattazione della BCS con

le funzioni di Green termiche. Infatti, a T = 0 la trattazione classica di Bogoliubov

mediante una trasformazione canonica [52] determina il corretto stato fondamentale,

la trattazione può essere estesa anche a temperatura finita, ma Gorkov ha mostrato

che è preferibile riformulare la teoria in termini di funzioni di Green termiche [53].

La teoria considera l’hamiltoniana grancanonica Ĥ = Ĥ0 + V̂ (2.4). In questa

il potenziale attrattivo tra particelle V̂ viene approssimato con una funzione delta

(2.27) in cui la costante d’accoppiamento g viene presa positiva:

V̂ = −g1

2

∫
dx ψ̂†

α(x)ψ̂†
β(x)ψ̂β(x)ψ̂α(x) (2.65)

Ponendosi in approssimazione di campo medio, in analogia con quanto visto sopra,

si fattorizza la media sull’ensemble di equilibrio dei quatto operatori di campo fer-

mionico applicando il teorema di Wick, includendo la possibilità che due fermioni

di spin opposti possano formare una coppia di Cooper:

V̂ ≈ V̂HF − g
1

2

∫
dx
[
〈ψ̂†

α(x)ψ̂†
β(x)〉ψ̂β(x)ψ̂α(x) + ψ̂†

α(x)ψ̂†
β(x)〈ψ̂β(x)ψ̂α(x)〉

]
(2.66)

in cui V̂HF rappresenta il contributo di Hartree-Fock § 1.5. Si può vedere che con

questa scelta le equazioni di moto per ψ̂ e ψ̂† sono accoppiate: la teoria non conserva

più il numero di particelle: cos̀ı le coppie di Cooper condensate possono essere

considerate come un bagno di particelle, in analogia stretta con il fenomeno della

condensazione di Bose-Einstein [42].

Sebbene si possano mantenere tutti i termini in (2.66), è più semplice omettere

V̂HF trattando lo stato normale come uno gas di fermioni non interagenti § 1.4.

Questa approssimazione si basa sull’assunzione che V̂HF sia lo stesso sia nella fase

normale che in quella superconduttiva, e non influisca sul confronto tra i due stati.

In questa teoria oltre alla funzione di Green normale G :

G (xτ,x′τ ′) ≡ −〈Tτ [ψ̂H↑(x, τ)ψ̂
†
H↑(x

′, τ ′)]〉 (2.67)
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si deve considerare la funzione di Green anomala F che è diversa da zero quando è

presente un gap finito:

F (xτ,x′τ ′) ≡ −〈Tτ [ψ̂H↑(x, τ)ψ̂H↓(x
′, τ ′)]〉 (2.68)

in entrambe le definizioni le parentesi angolari rappresentano la media di ensemble

valutato con l’hamiltoniana efficace, e il simbolo Tτ ordina gli operatori secondo il

valore di τ , mettendo i più piccoli a destra.

In molti casi di interesse, l’hamiltoniana efficace ottenuta è indipendente dal

tempo: le funzioni di Green dipendono solo dalla differenza di tempi, ed è utile

passare alla rappresentazione delle frequenze [42]. Quindi nel caso di un mezzo

omogeneo e isotropo le equazioni per le funzioni di Green G e F † sono:

(
i~ωn +

~
2∇

2m
+ µ
)
G (x− x′, ωn) + ∆F

†(x− x′, ωn) = ~δ(x− x′) (2.69)

(
− i~ωn +

~
2∇

2m
+ µ
)
F

†(x− x′, ωn) + ∆∗
G (x− x′, ωn) = 0 (2.70)

∆∗ =
g

β~

∑

n

e−iωnη
F

†(x = 0, ωn) (2.71)

passando alle grandezze trasformate di Fourier, si ottengono due equazioni algebriche

accoppiate:

(i~ωn − ξk)G (k, ωn) + ∆F
†(k, ωn) = ~ (2.72)

(−i~ωn − ξk)F †(k, ωn) + ∆∗
G (k, ωn) = 0 (2.73)

in cui ξk = ~2k2

2m
− µ rappresenta l’energia cinetica misurata dal potenziale chimico.

In assenza di campo esterno il parametro ∆ si può essere preso reale senza perdere

generalità, per cui F †(k, ωn) = F (k, ωn). La soluzione del sistema accoppiato si

può scrivere nella forma:

G (k, ωn) =
u2

k

i~ωn − Ek

+
v2

k

i~ωn + Ek

(2.74)

F (k, ωn) = −ukvk

[ 1

i~ωn −Ek

− 1

i~ωn + Ek

]
(2.75)

in cui

Ek =
√
ξ2
k + ∆2

k (2.76)

ukvk =
∆

2Ek
(2.77)
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v2
k = 1− u2

k =
1

2

(
1− ξk

Ek

)
(2.78)

Nel caso del mezzo uniforme l’equazione autocompatibile (2.71) per ∆ diventa:

∆ =
g

β~

∑

n

∫
dk

(2π)3

~∆

(~ωn)2 + E2
k

, (2.79)

La serie può essere sommata direttamente [42], cancellando il fattore comune ∆ si

trova:

1 = g

∫
dk

(2π)3

1

2Ek

tanh (
1

2
βEk) (2.80)

che fornisce la dipendenza del gap in funzione della temperatura. Una approssima-

zione accettabile nel caso dei metalli si ha valutando l’integrale sul picco vicino alla

superficie di Fermi12

1 = g
mkF

2π2~2

∫
~ωD

0

dξ√
ξ2 + ∆2

tanh (

√
ξ2 + ∆2

2kBT
) (2.81)

e viene valutato fino all’energia di Debye ~ωD ≪ εF , che rappresenta un cut off

naturale per la superconduttività nei metalli.

12Ciò equivale a un cambio di variabili

(2π)−3

∫
dk · · · ≈ N(0)

∫
dξ · · ·

dove N(0) rappresenta la densità di stati sulla superficie di Fermi.
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Capitolo 3

Gas all’equilibrio termodinamico:

crossover BCS-BEC

La possibilità di poter controllare l’interazione efficace tra gli atomi presenti in un gas

degenere di fermioni, apre interessanti scenari sia da un punto di vista sperimentale

che teorico. Infatti non c’è solo la possibilità di confermare a livello sperimentale le

predizioni teoriche di un comportamento quantistico osservato in un diverso ambito

della fisica (la superconduttività nei metalli): si apre la possibilità di studiare in

dettaglio lo stato superfluido dei fermioni e la sua relazione con lo stato superfluido

dei bosoni (condensazione di Bose-Einstein).

Come si è visto nel paragrafo § 1.4 basta una piccola interazione efficace attrattiva

per rendere instabile il mare di Fermi nello stato normale, portare alla formazione

di coppie di Cooper e quindi dello stato superfluido. Adesso però a differenza del

fenomeno osservato in stato solido, si può studiare come cambia il gap facendo

aumentare in valore assoluto l’interazione. A questo proposito abbiamo visto nel

paragrafo § 1.3 che ciò è diventato possibile grazie alle risonanze di Fano-Feshbach,

per cui agendo su un campo magnetico esterno si riesce a variare la lunghezza di

scattering in onda-S. Abbiamo visto (cfr. § 1.2) che nel caso di gas diluiti alle basse

temperature questa grandezza ha il ruolo di potenziale efficace. Alla risonanza

esatta |as| ha una divergenza: questo regime è detto unitario ed è peculiare poichè

il gas è allo stesso tempo diluito, nel senso che il range del potenziale interatomico

è più piccolo della distanza fra le particelle, e fortemente interagente, nel senso che

la lunghezza di scattering è più grande della distanza media interatomica. Tutte le

scale di lunghezza associate con l’interazione scompaiono dal problema e ci si aspetta

un comportamento universale del sistema indipendente dai dettagli del potenziale

interatomico, ma solo dalla distanza media tra atomi, lunghezza che è direttamente
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legata al momento di Fermi kF . Oltre questo limite sempre grazie alle risonanze di

Feshbach la lunghezza di scattering cambia di segno: in questo regime le coppie di

fermioni con spin opposto possono formare delle molecole che sono a tutti gli effetti

dei bosoni. In sostanza il crossover BCS-BEC è proprio la connessione continua tra

questi tre regimi. A questo punto è bene osservare che per una strana combinazione

della natura sia i fisici sperimentali che i fisici teorici possono studiare con una

certa facilità quel che accade in regimi di interazione piuttosto forti, ovvero attorno

al limite unitario, rispetto ai regimi di interazione deboli in cui il comportamento

limite del gas è già noto.

A livello teorico sono due i parametri esterni con cui posso controllare lo stato

del sistema: uno è l’ampiezza di scattering in onda-S as, l’altro è la sua temperatura

T . Trattando un sistema già al limite termodinamico le grandezze caratterizzanti a

livello macroscopico sono la densità di particelle ρ e il potenziale chimico µ, mentre

a livello microscopico sono la massa m e lo spin dei fermioni.

In questo capitolo riesco a quantificare il crossover nel caso particolare di un

sistema omogeneo e isotropo di fermioni con spin 1/2 all’equilibrio termodinamico.

Il punto di partenza è il sistema di quattro equazioni integro differenziali accoppiate

in quattro incognite: F , F , D, D: in queste condizioni si arriva in modo naturale

all’equazione che esprime il gap di energia, in funzione delle grandezze che caratte-

rizzano il sistema. La teoria si propone di creare un ponte fra la superconduttività

e la superfluidità, fenomeni profondamente simili, ma tradizionalmente associati ri-

spettivamente ai fermioni e ai bosoni. Da notare che trattando atomi neutri è più

appropriato dire superfluidità dei fermioni, ma molto spesso i due termini vengono

usati come sinonimi. In questo studio mi propongo di analizzare il passaggio dal

regime BCS al regime BEC per un sistema di fermioni a temperatura diversa da

zero. Questa transizione avviene con continuità in maniera liscia attraverso una

“fase” intermedia: per questo si parla di crossover. In ciascun regime il sistema si

descrive attraverso lo stesso parametro d’ordine: il gap ∆. Nei due casi estremi il

∆ acquista [54] un diverso significato fisico per:

• Stato BCS: due fermioni correlati a distanze grandi rispetto alla distan-

za media interatomica, 2∆ rappresenta l’energia per rompere una coppia di

Cooper.

• Stato BEC: due fermioni si legano in un bosone molecolari (composite boson),

∆ è legata alla funzione d’onda bosonica.

L’approssimazione di campo medio, specialmente nel limite BCS è più che sufficiente
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a dare l’andamento delle quantità in gioco. È da sottolineare il fatto nel limite BEC

sono emerse delle discrepanze rispetto ai calcoli fatti a temperatura zero con metodi

di Quantum Monte Carlo [55].

In questo capitolo, dopo aver portato le equazioni accoppiate in forma compatta

§ 3.1, si analizza il caso di un sistema di fermioni con spin 1/2 all’equilibrio termodi-

namico. Nel paragrafo § 3.3 si dà una procedura di normalizzazione delle grandezze

legata al fatto che stiamo usando uno pseudopotenziale. Nel paragrafo § 3.4 si il-

lustrano i risultati numerici ottenuti. Infine si analizza il primo modo collettivo: il

suono isotermico § 3.5.

3.1 Forma matriciale compatta

In questa sezione faccio vedere che posso mettere le equazioni integro differenziali

accoppiate trovate nel capitolo precedente in forma matriciale compatta.

Si può mostrare, vedi § A.2 per i dettagli, che le funzioni di Wigner soddisfano al-

cune simmetrie nelle variabili di spin. Queste sono riassunte dalle seguenti proprietà

generali1, utili nel seguito.

Fα,β(x,p, t) = Fβ,α(x,p, t) (3.1)

F α,β(x,p, t) = δα,β − Fβ,α(x,−p, t) (3.2)

D∗
α,β(x,p, t) = Dβ,α(x,p, t) (3.3)

Dα,β(x,p, t) = Dβ,α(x,−p, t), (3.4)

dove ∗ è l’operazione di coniugazione complessa. Inoltre si trova che per le matrici

densità locali, valgono proprietà analoghe, ricavabili direttamente dalla definizione:

ρα,β(x, t) = 1− ρ∗β,α(x, t) (3.5)

κα,β(x, t) = −κβ,α(x, t) (3.6)

κα,β(x, t) = −κβ,α(x, t) (3.7)

κ∗α,β(x, t) = κβ,α(x, t). (3.8)

Come già osservato le matrici densità anomale e le relative funzioni di Wigner sono

in generale delle funzioni complesse. Dalla relazione (3.8) e dalla (3.3) si ricavano le

relazioni per le parti reali e immaginarie:

ReDα,β(x,p, t) = ReDβ,α(x,p, t) (3.9)

1Si stanno considerando per l’ultima volta variabili di spin (α, β) generiche.
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ImDα,β(x,p, t) = −ImDβ,α(x,p, t) (3.10)

Reκα,β(x, t) = Reκβ,α(x, t) (3.11)

Imκα,β(x, t) = −Imκβ,α(x, t). (3.12)

Siccome nelle equazioni accoppiate trovate compaiono i prodotti tra le matrici

densità e le funzioni di Wigner, conviene utilizzare queste due proprietà importanti:

Re

[
Dβ,α(x,p, t)κα,β(x, t)

]
= Re

[
Dα,β(x,p, t)κβ,α(x, t)

]
(3.13)

Im

[
Dβ,α(x,p, t)κα,β(x, t)

]
= −Im

[
Dα,β(x,p, t)κβ,α(x, t)

]
. (3.14)

Passiamo al caso di un sistema di fermioni con due stati di spin (↑, ↓) equamente

popolati: in virtù delle proprietà di simmetria appena ricordate, conviene fissare la

dipendenza dalle variabili di spin in modo che non sussistono ambiguità. Per questo

si usa una notazione compatta delle grandezze e delle funzioni di Wigner:

ρ ≡ ρ↑ ↑(x, t) ρ ≡ 1− ρ↓ ↓(x, t) (3.15)

κ ≡ κ↑ ↓(x, t) κ ≡ κ↓ ↑(x, t) (3.16)

F ≡ F↑ ↑(x,p, t) F ≡ F ↓ ↓(x,p, t) (3.17)

D ≡ D↑ ↓(x,p, t) D ≡ D↓ ↑(x,p, t). (3.18)

Definisco il gap di energia come:

∆ ≡ ∆(x, t) = −gκ↑ ↓(x, t) (3.19)

∆∗ ≡ ∆∗(x, t) = −gκ↓ ↑(x, t). (3.20)

In più definisco la grandezza ξ:

ξ ≡ −~
2∇2

x

2m
+
g

2
ρ(x, t)− µ (3.21)

in cui compare l’interazione di campo medio del tipo Hartree-Fock.

Si definisce una matrice R che contiene le matrici densità:

R =

(
ρ −κ
−κ ρ

)
. (3.22)

E una matrice H, che in un certo senso generalizza l’hamiltoniana:

H =

(
ξ ∆

∆∗ −ξ

)
. (3.23)
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Il sistema evolve secondo l’equazione compatta [43]:

i~
∂R
∂t

= [H,R] = HR−RH. (3.24)

Facendo il prodotto tra le matrici si ottiene il set di equazioni:






i~∂tρ = ξρ−∆κ− ρξ + κ∆∗

−i~∂tκ = −ξκ+ ∆ρ− ρ∆− κξ
−i~∂tκ = ∆∗ρ+ ξκ+ κξ − ρ∆∗

i~∂tρ = −∆∗κ− ξρ+ κ∆ + ρξ

. (3.25)

Ricordo che non posso mettere in relazione la matrice R con le distribuzioni semi-

classiche, ma la sua trasformata di Wigner.

Si passa alle trasformate di Wigner: al primo ordine in ~ vale la seguente relazione

per la trasformazione del prodotto [48]:

{AB}W ∼= AWBW +
i~

2
{AW , BW}, (3.26)

la W a pedice indica che si sta considerando trasformata di Wigner della grandezza,

definita in analogia con la relazione (2.13). Per cui si ha:

i~
∂F

∂t
= ξF +

i~

2
{ξ, F} −∆D − i~

2
{∆, D} − Fξ − i~

2
{F, ξ}+D∆∗ +

i~

2
{D,∆∗}

−i~∂D
∂t

= −ξD − i~

2
{ξ,D}+ ∆F +

i~

2
{∆, F} − F∆− i~

2
{F,∆} −Dξ − i~

2
{D, ξ}

−i~∂D
∂t

= ∆∗F +
i~

2
{∆∗, F}+ ξD +

i~

2
{ξ,D}+Dξ +

i~

2
{D, ξ} − F∆∗ − i~

2
{F,∆∗}

i~
∂F

∂t
= −∆∗D − i~

2
{∆∗, D} − ξF − i~

2
{ξ, F}+D∆ +

i~

2
{D,∆}+ Fξ +

i~

2
{F, ξ}.

A questo punto si usano le proprietà (3.13), (3.14), cos̀ı posso calcolare:

{∆, D} − {D,∆∗} = {∆, D}+ {∆∗, D} =

=
∂∆

∂xi

∂D

∂pi

− ∂∆

∂pi

∂D

∂xi

+
∂∆∗

∂xi

∂D

∂pi

− ∂∆∗

∂pi

∂D

∂xi

= 2Re

[
{∆∗, D}

]
. (3.27)

Dopo pochi passaggi algebrici si arriva al set di equazioni:

i~
∂

∂t
F = i~{ξ, F}+ 2iIm

[
D∆∗

]
− i~Re

[
{∆∗, D}

]
(3.28a)

i~
∂

∂t
F = −i~{ξ, F} − 2iIm

[
D∆∗

]
− i~Re

[
{∆∗, D}

]
(3.28b)

i~
∂

∂t
D = 2ξD − i~

2
{∆, F + F} −∆

(
F − F

)
(3.28c)
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i~
∂

∂t
D = −2ξD − i~

2
{∆∗, F + F} −∆∗

(
F − F

)
. (3.28d)

Riesprimendo le grandezze in forma estesa e usando la proprietà (3.2) per la trasfor-

mata di Wigner F si ottengono le quattro equazioni accoppiate [43]:

i~
∂

∂t
F↑ ↑(x,p, t) = i~{ξ(x,p, t), F↑ ↑(x,p, t)}

+ 2iIm

[
D↑ ↓(x,p, t)∆

∗(x, t)
]

− i~Re

[
{∆∗(x, t), D↑ ↓(x,p, t)}

]
(3.29a)

i~
∂

∂t
F↓ ↓(x,−p, t) = −i~{ξ(x,p, t), F↓ ↓(x,−p, t)}

+ 2iIm

[
D↑ ↓(x,p, t)∆

∗(x, t)
]

+ i~Re

[
{∆∗(x, t), D↑ ↓(x,p, t)}

]
(3.29b)

i~
∂

∂t
D↑ ↓(x,p, t) = 2ξ(x,p, t)D↑ ↓(x,p, t)

− i~
2
{∆(x, t), F↑ ↑(x,p, t)− F↓ ↓(x,−p, t)}

+ ∆(x, t) [F↑ ↑(x,p, t) + F↓ ↓(x,−p, t)− 1] (3.29c)

i~
∂

∂t
D↓ ↑(x,p, t) = −2ξ(x,p, t)D↓ ↑(x,p, t)

− i~
2
{∆∗(x, t), F↑ ↑(x,p, t)− F↓ ↓(x,−p, t)}

−∆∗(x, t) [F↑ ↑(x,p, t) + F↓ ↓(x,−p, t)− 1] . (3.29d)

dove ξ(x,p, t) = p2

2m
− µ+ g

2
ρ(x) che sono equivalenti al nostro risultato trovato2.

3.2 Ipotesi semplificative

In questa sezione passo al calcolo vero e proprio, analizzando un sistema di fermioni

interagenti omogeneo e isotropo, all’equilibrio termodinamico con i due stati di spin

equamente popolati. In queste condizioni si possono considerare le grandezze non

dipendenti dalla posizione e dal tempo. Tutti i termini nelle quattro equazioni in

cui compaiono i gradienti rispetto allo spazio e derivate temporali sono nulli.

ρ↑ ↑(x, t) ≡ ρ↑ ↑ ρ(x, t) ≡ ρ (3.30a)

κ↓ ↑(x, t) ≡ κ↓ ↑ κ↓ ↑(x, t) ≡ κ↓ ↑ (3.30b)

2Si può verificare partendo dalle equazioni trovate fermandosi ai termini in ~, usando la
definizione del gap e le proprietà trovate all’inizio di questo capitolo, (3.1) e seguenti.
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F↑ ↑(x,p, t) ≡ F↑ ↑(p) F ↓ ↓(x,p, t) ≡ F ↓ ↓(p) (3.30c)

D↑ ↓(x,p, t) ≡ D↑ ↓(p) D↓ ↑(x,p, t) ≡ D↓ ↑(p). (3.30d)

Le due equazioni per le trasformate di Wigner normali si semplificano in:

0 = gF↑ ↑(p)ρ↑ ↑ − gF↑ ↑(p)ρ↑ ↑ + gD↓ ↑(p)κ↑ ↓ − gD↑ ↓(p)κ↓ ↑ (3.31a)

0 = gF ↓ ↓(p)ρ↓ ↓ − gF ↓ ↓(p)ρ↓ ↓ − gD↑ ↓(p)κ↑ ↓ + gD↓ ↑(p)κ↓ ↑. (3.31b)

Entrambe portano alla medesima relazione3:

D↓ ↑(p)κ↑ ↓ = D↑ ↓(p)κ↓ ↑. (3.32)

Da notare che una volta integrata in p questa equazione è una semplice identità.

Dunque grazie all’equazione (3.32) si può dire che all’equilibrio se κ↑ ↓ 6= 0, allora

c’è una relazione che lega le due funzioni di Wigner anomale D e D:

D↓ ↑(p) = D↑ ↓(p)
κ↓ ↑
κ↑ ↓

. (3.33)

Passo ad analizzare le due equazioni (3.29c), (3.29d). Per un sistema omogeneo

all’equilibrio termodinamico risulta:

−
[
2µ− p2

m
− gρ

]
D↑ ↓(p) = −g

[
1− F↓ ↓(−p)− F↑ ↑(p)

]
κ↑ ↓ (3.34a)

[
2µ− p2

m
− gρ

]
D↓ ↑(p) = g

[
1− F↓ ↓(−p)− F↑ ↑(p)

]
κ↓ ↑. (3.34b)

Si osservi che per la (3.32) sono equivalenti.

In questo caso il gap di energia (3.19) diventa:

∆ = −gκ↑ ↓ = gκ↓ ↑ ∆∗ = −gκ↓ ↑ = gκ↑ ↓, (3.35)

Mentre la la grandezza ξ si può riscrivere come:

ξ = εp − µ∗ =
p2

2m
+
g

2
ρ− µ, (3.36)

in cui si è definita la quantità µ∗ = µ − g
2
ρ, che acquista il significato di potenziale

chimico efficace. Infatti nel caso non interagente, ovvero in cui g = 0, µ∗ si riduce

al potenziale chimico. Infine εp = p2

2m
è l’energia cinetica di particella.

3Si osservi che nel caso generale fuori dall’equilibrio termodinamico questo risultato è anche la
parte reale dell’equazione (3.29a) per ∂tF .
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Adesso uso una delle ipotesi semplificative che ho posto all’inizio del paragrafo.

L’ipotesi di isotropia implica che la funzione di Wigner all’equilibrio termodinamico

non dipende dalla direzione dell’impulso p, ma solo dal suo modulo. Per cui si ha:

F↓ ↓(−p) = F↑ ↑(p). (3.37)

Dunque l’equazione (3.34a) per D diventa:

2ξD↑ ↓(p) = ∆
[
1− 2F↑ ↑(p)

]
(3.38)

D↑ ↓(p) =
∆

2ξ

[
1− 2F↑ ↑(p)

]
(3.39)

Integrando sugli impulsi, si usa la (2.50) unita alla definizione del gap (3.19):

∆ = −g
∫

dp

(2π~)3

∆

2ξ

[
1− 2F↑ ↑(p)

]
. (3.40)

Analogamente l’equazione (3.34b) per D diventa:

D↓ ↑(p) =
∆∗

2ξ

[
1− 2F↑ ↑(p)

]
(3.41)

∆∗ = −g
∫

dp

(2π~)3

∆∗

2ξ

[
1− 2F↑ ↑(p)

]
, (3.42)

è la complessa coniugata della (3.40) essendo la funzione di Wigner e ξ parametri

reali.

Il passo successivo è stabilire l’espressione per la funzione di Wigner, ovvero bi-

sogna determinare le sue dipendenze dai parametri del problema, cioè il potenziale

chimico efficace µ∗, la costante di accoppiamento g, la temperatura T . È possibi-

le ottenere questo analizzando in questo caso la forma matriciale compatta delle

equazioni [43].

Si torni alla matrice4 RW , che contiene tutte le funzioni di Wigner incontrate.

Adesso prende la forma:

RW =

(
F↑ ↑(p) −D↑ ↓(p)
−D↓ ↑(p) F ↓ ↓(p)

)
. (3.43)

Seguendo il principio di corrispondenza [48], ogni stato eccitato del sistema di fer-

mioni interagenti si può esprimere come quasiparticelle5. Queste si descrivono con

la funzione di distribuzione di fermioni non interagenti. Tradotto nel caso in esame

4Il motivo della W a pedice deriva dal fatto che è trasformata di Wigner.
5Consideriamo la matrice (3.23): attraverso la matrice H si può formalizzare il concetto di
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il sistema di fermioni non interagenti si descrive con una matrice diagonale, i cui

elementi sono, appunto, le distribuzioni di fermioni non interagenti.

R(d)
W =

(
R(d)

W11 0

0 R(d)
W22

)
. (3.47)

In cui gli elementi di matrice sono:

R(d)
W11 =

1

eβE + 1
(3.48)

R(d)
W22 =

eβE

eβE + 1
, (3.49)

dove E2 = ξ2 + ∆2 è la relazione di dispersione delle quasiparticelle. Si noti che con

queste funzioni segue la proprietà per R(d)
W di avere la traccia uguale a uno.

R(d)
W = R(d)

W11 +R(d)
W22 = 1. (3.50)

Con questa caratteristica si può trovare la trasformazione per diagonalizzare RW ,

in modo da poter esprimere le funzioni di Wigner in termini delle grandezze carat-

teristiche. Infatti se vale la corrispondenza

TrRW = TrR(d)
W (3.51)

detRW = detR(d)
W (3.52)

L’equazione per la traccia in questo caso è solo un’identità:

TrRW = F↑ ↑(p) + F ↓ ↓(p) (3.53)

= F↑ ↑(p) + 1− F↓ ↓(p) (3.54)

= 1. (3.55)

L’espressione del determinante invece dà una informazione non banale:

detRW = F↑ ↑(p)F ↓ ↓(p)−D↑ ↓(p)D↓ ↑(p) (3.56)

corrispondenza con un sistema formato da quasiparticelle: nella sua forma diagonale compare la
relazione di dispersione E,

H(d) =

(
E 0
0 −E

)
. (3.44)

La corrispondenza è in un certo senso garantita dal fatto che per entrambe le matrici H, che in
linea di principio possono non essere legate tra loro, valgono le stesse proprietà:

TrH = 0 = TrH(d) (3.45)

detH = −ξ2 −∆2 = −E2 = detH(d). (3.46)
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= R(d)
W11R

(d)
W22. (3.57)

Usando le relazioni (3.37), (3.39) e (3.41), l’equazione precedente diventa di secondo

grado in F :

4E2F 2
↑ ↑(p)− 4E2F↑ ↑(p) + ∆2 + 4ξ2R(d)

W11R
(d)
W22 = 0.

Quindi si trova la dipendenza di F dalle funzioni di distribuzione delle quasiparti-

celle:

F↑ ↑(p) =
1

2

(
1± ξ

E

√
1− 4R(d)

W11R
(d)
W22

)
. (3.58)

Siccome,

1− 4R(d)
W11R

(d)
W22 = 1− 4eβE

(eβE + 1)2
= tanh2 (βE/2). (3.59)

Per la funzione di Wigner ottengo:

F↑ ↑(p) =
1

2

[
1− ξ

E
tanh (βE/2)

]
, (3.60)

che coincide con il risultato che si ottiene dalla trattazione usuale della teoria BCS

a temperatura finita [42]. Grazie a questa espressione si possono calcolare la densità

locale e il gap, che stiamo supponendo reale, in funzione dei parametri fisici del

sistema.

Equazione della densità:

ρ =
∑

α

ρα,α = 2

∫
dp

(2π~)3
F↑ ↑(p) (3.61)

ρ =

∫
dp

(2π~)3

[
1− ξ

E
tanh (βE/2)

]
. (3.62)

Equazione del gap:

∆ = −g
∫

dp

(2π~)3

∆

2ξ

{
1− 2

1

2

[
1− ξ

E
tanh (βE/2)

]}
(3.63)

1 = −g
∫

dp

(2π~)3

1

2E
tanh (βE/2). (3.64)

3.3 Procedura di normalizzazione

Osserviamo che l’integrale sugli impulsi nell’equazione del gap (3.64), trovata nella

sezione precedente, non è convergente. Questa conseguenza deriva da due fatti. Il
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primo è di ordine fisico: non c’è un cut-off naturale6 che permetta di “evitare”

l’integrazione su tutti gli impulsi. Il secondo fatto è di natura tecnica: deriva dalla

scelta di un potenziale di contatto (2.27), ovvero a zero range d’interazione. Si può

procedere seguendo la procedura di regolarizzazione della costante di accoppiamento

g, cfr. [56].

1

g
=

1

g̃
−
∫

dk

(2π)3

1

2εk
(3.65)

dove εk è l’energia per particella libera. La (3.64) diventa cos̀ı:

1

g̃
=

∫
dp

(2π~)3

1

2εp
−
∫

dp

(2π~)3

1

2E
tanh (βE/2). (3.66)

Adesso scrivo la costante normalizzata g̃ in termini dell’ampiezza di scattering in

onda-S:

g̃ =
4π~

2as

m
. (3.67)

Osserviamo che se si esprime g̃ in termini della lunghezza di scattering la (3.65) è

l’equazione per lo pseudopotenziale: infatti come sottolineato in § 1.2 i contributi

ad alto k sono implicitamente considerati scrivendo al posto del vero potenziale

la dipendenza esplicita da as. La ricetta di normalizzazione data da (3.65) non

è altro che togliere in maniera esplicita i contributi aggiunti in maniera implicita.

C’è da sottolineare un fatto importante: nella formazione delle coppie di Cooper

contribuiscono anche stati intermedi virtuali di particella libera [42], ovvero al di

sopra della superficie di Fermi: questi stati sono implicitamente considerati in as

L’equazione del gap diventa pertanto [50]:

m

4π~2as

=

∫
dp

(2π~)3

[
1

2εp
− 1

2E
tanh (βE/2)

]
. (3.68)

Che accoppiata con l’equazione per la densità (3.62) fornisce i valori del gap di

energia ∆ e il potenziale chimico µ, fissati le grandezze che determinano lo “stato”

del sistema, ovvero la lunghezza di scattering as, la temperatura T , e la densità di

particelle ρ.

3.4 Procedura numerica

Abbiamo da risolvere un sistema non lineare di due equazioni (3.62), (3.68) in due

incognite reali che sono il ∆ e il potenziale chimico µ. Il metodo usato non può che

6Come la frequenza di Debye nel caso della superconduttività degli elettroni nello stato solido,
vedi § 2.7 e [42].
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essere di tipo numerico: per l’occasione ho costruito un algoritmo tipo line-search

con il metodo di Newton [57], nel linguaggio di programmazione FORTRAN 77 [58].

A questo punto conviene operare lo scaling : si scrivono le grandezze secondo le scale

caratteristiche del sistema. Il vettore d’onda k rispetto al vettore di Fermi è:

k = kkF , (3.69)

in cui ho definito la grandezza adimensionale k. Analogamente definisco le altre

variabili secondo la scala dell’energia di Fermi:

µ∗ =
µ∗

εF
∆ =

∆

εF
T =

kBT

εF
. (3.70)

Anche la lunghezza di scattering la posso scrivere in scala di k−1
F :

a = askF . (3.71)

Valutiamo l’equazione del gap (3.68): per l’ipotesi di isotropia non c’è dipendenza

dalle variabili angolari, per cui dp = 4πp2dp. Ponendo p = ~k, si ha:

1 =

∫ ∞

0

dk
4π~

2as

m

4π~
3k2

(2π~)3




1

2~2k2

2m

−
tanh

(
1

2kBT

√
(~2k2

2m
− µ∗)2 + ∆2

)

2
√

(~2k2

2m
− µ∗)2 + ∆2


 (3.72)

Passando alle variabili precedentemente definite, si ha l’equazione adimensionale per
il gap:

1 =
2

π
a

∫ ∞

0

dk


1−

k
2
tanh

(
1

2T

√
(k

2 − µ∗)2 + ∆
2
)

√
(k

2 − µ∗)2 + ∆
2


 . (3.73)

Faccio lo stesso per l’equazione per la densità. Ricordando la definizione di impulso

di Fermi:

kF = (3π2ρ)
1

3 ⇒ ρ =
k3

F

3π2
, (3.74)

l’equazione (3.62) diventa:

1 =
3

2

∫ ∞

0

dk k
2


1−

(k
2 − µ∗) tanh

(
1

2T

√
(k

2 − µ∗)2 + ∆
2
)

√
(k

2 − µ∗)2 + ∆
2


 . (3.75)
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Introducendo le grandezze adimensionali,

ξk = k
2
+ µ∗ Ek =

√
ξ

2

k + ∆
2
, (3.76)

le due equazioni (3.73), (3.75), acquistano una forma più compatta:

π

2a
=

∫ ∞

0

dk

[
1− k

2

Ek

tanh

(
Ek

2T

)]
(3.77)

2

3
=

∫ ∞

0

dk k
2
[
1− ξk

Ek

tanh

(
Ek

2T

)]
. (3.78)

Si osservi che la sola dipendenza esplicita è rimasta l’ampiezza di scattering in

onda-S, grandezza che dipende dalla specie atomica considera7; ma, come si è visto

nel § 1.3, anche questa quantità si può variare. Non solo: nel limite unitario, in cui

si perde anche la dipendenza da as, il comportamento di questo sistema diventa una

funzione universale dell’energia di Fermi, e del rapporto T/TF [59].

Dunque, fissate le grandezze adimensionali a, T la soluzione fisica corrisponde

a un solo valore del gap e del potenziale chimico efficace che soddisfano il sistema

non lineare formato da (3.78) e da (3.77); naturalmente, variando una sola delle

grandezze e tenendo fissa l’altra si ottengono due curve; ho ottenuto il seguente an-

damento del potenziale chimico efficace (Fig. 3.1) e del gap (Fig. 3.2) fissando alcuni

valori della temperatura e facendo variare la lunghezza di scattering. Osservando

l’andamento di µ∗ a temperature vicino allo zero si riconoscono i due regimi: BCS

(µ∗ ≈ 1, ovvero µ → εF ) per valori negativi e piccoli dell’ampiezza di scattering e

BEC in cui il potenziale chimico efficace è negativo (rispettivamente i limiti sinistro

e destro in Fig. 3.1). Il potetenziale chimico è collegabile all’energia di legame della

molecola con la relazione [51]:

µ∗(0, as) = −Eb

2
+

2

3π
kFasεF , con Eb =

~
2

ma2
s

(3.79)

dove Eb è l’energia di legame. Inoltre si mostra (vedi ancora Fig. 3.1) che il potenziale

chimico ha una scarsa dipendenza dalla temperatura. Questo risultato ottenuto con

la procedura numerica se si vuole conferma il fatto fisico dato dall’equazione (3.79):

l’energia di legame non può dipendere dalla temperatura.

Per quanto riguarda ∆, a T = 0 nel limite di interazione debole si può mostrare

[42] che il gap dipende in modo esponenziale dalla costante d’accoppiamento, ovvero

in questo caso da as. Anche noi ritroviamo questa caratteristica del regime BCS che

è più chiara in Fig. 3.3: la dipendenza esponenziale è una retta in scala logaritmica.

All’inizio del capitolo abbiamo detto che 2∆ nel limite BCS è direttamente collega-

7La dipendenza dalla massa è nascosta nella εF .
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Figura 3.1: Andamento di µ∗(T, as) al variare della lunghezza di scattering as, per alcuni
valori della temperatura.
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Figura 3.2: Andamento di ∆(T, as) al variare della lunghezza di scattering as, per alcuni
valori della temperatura T .

bile con l’energia necessaria per rompere una coppia di Cooper: come è mostrato in

Fig. 3.2 aumentando la temperatura la soglia del gap si sposta a destra, verso regimi
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Figura 3.3: Andamento di ∆(T, as) al variare della lunghezza di scattering as, nel limite
di bassa temperatura T , riportato in scala logaritmica.

di interazione forte. Questo effetto si può spiegare con il fatto che l’agitazione ter-

mica tende a rompere le coppie, e che queste si possono formare solo se si aumenta

l’interazione tra le due particelle.

Fissiamo ora alcuni valori della lunghezza di scattering. Ci interessa la dipenden-

za dalla temperatura del potenziale chimico efficace e del gap; questi sono riportati

rispettivamente in Fig. 3.4 e in Fig. 3.5.
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Figura 3.4: Andamento di µ∗(T, as) al variare della temperatura T , per alcuni valori
della della lunghezza di scattering.

57



3.4. PROCEDURA NUMERICA

Mentre per il potenziale chimico questi andamenti confermano quanto detto so-

pra, cioè che in pratica non dipende da T , per il gap la Fig. 3.5 ci dà alcune importan-

ti informazioni che è bene sottolineare. Il fatto più evidente è che il comportamento
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Figura 3.5: Andamento di ∆(T, as) al variare della temperatura T , per alcuni valori della
della lunghezza di scattering.

qualitativo di ∆ in funzione della temperatura è simile indipendentemente dal re-

gime di interazione: è costante per valori della temperatura attorno allo zero, poi

decresce in maniera lenta fino a un punto in cui lo fa sempre più velocemente. Lo

zero è raggiunto con derivata infinita ad una certa temperatura detta temperatura

critica. Non sorprende il fatto che nel limite BCS l’andamento trovato è simile a

quello del gap dello spettro di energia di eccitazione nei metalli superconduttivi [42].

Questo è l’andamento proprio del parametro d’ordine di una transizione di fase di

seconda specie: infatti ∆ viene chiamato anche parametro d’ordine [54]. Un’ultima

osservazione: nel regime BEC si ha un gap finito anche a temperature elevate ri-

spetto a TF .

In generale al variare delle grandezze adimensionali a, T calcolare la soluzione fisica

delle equazioni (3.78), (3.77) equivale a selezionare contemporaneamente due curve

sulle due superfici, una nello spazio (∆, a, T ) l’altra nello spazio (µ∗, a, T ). Dunque

si può leggere il risultato trovato come curve coordinate di una superficie nello spazio

dei parametri; il fatto è ancora più chiaro in Fig. 3.6.
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Figura 3.6: Andamenti di ∆(T, as), e µ∗(T, as) al variare della temperatura e della
lunghezza di scattering.

Tra tutti i cammini possibili il più interessante da un punto di vista fisico, oltre

alle curve coordinate ottenute in precedenza, è quello rappresentato da una linea

verde in Fig. 3.6: è quello che corrisponde alla condizione in cui si sta sempre sulla
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temperatura critica, ovvero tale per cui ∆(T = Tc, as) = 0. In questo caso ripor-

to in funzione della lunghezza di scattering l’andamento della temperatura critica

(Fig. 3.7), e del potenziale chimico efficace valutato su questo cammino particolare

(Fig. 3.8). L’andamento della temperatura critica è consistente con quello trovato in
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Figura 3.7: Andamento della temperatura critica Tc in funzione della lunghezza di
scattering as.

[50]. A causa della forte dipendenza di µ∗ dalla lunghezza di scattering l’andamento
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Figura 3.8: Estrapolazione dell’andamento della potenziale chimico efficace alla
temperatura critica in funzione della lunghezza di scattering.

di Fig. 3.8 è da intendersi più in senso qualitativo che quantitativo.
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3.5 First sound

Passiamo ad analizzare una grandezza che si può ricavare con i risultati precedente-

mente ottenuti: il first sound, ovvero il suono idrodinamico variazione della densità

locale. Ricordo che a questo livello le grandezze in gioco non dipendono in maniera

esplicita dal tempo, per cui anche questa è una quantità “statica”. In altre parole

questo è il modo collettivo con frequenza e vettore d’onda nulli.

È noto che per una variazione sufficientemente piccola della densità, l’equazione

di continuità linearizzata richiede:

∂

∂t
δρ+ ρ0∇ ·v = 0, (3.80)

e l’equazione di moto di Newton richiede:

mρ0
∂v

∂t
= −∇P, (3.81)

quindi l’equazione d’onda per il suono ordinario è:

∂2

∂t2
δρ =

1

m
∇2P (ρ0 + δρ) (3.82)

=
1

m

∂P

∂ρ

∣∣∣
T,N
∇2δρ. (3.83)

Da cui si ricava l’espressione della velocità del suono:

c2s =
1

m

∂P

∂ρ

∣∣∣
T,N

. (3.84)

Da questa si arriva all’espressione:

c2s =
ρ

m

∂µ

∂ρ

∣∣∣
T
. (3.85)

Adesso bisogna valutare il differenziale ∂µ
∂ρ

. In questo caso si è trovato che il poten-

ziale chimico è una funzione che dipende da ρ e da ∆, che a sua volta dipende da ρ

e da T , ovvero:

µ = µ(ρ, T,∆) ∆ = ∆(ρ, T ), (3.86)

e quindi si può trovare mediante la regola della catena:

dµ =
∂µ

∂ρ

∣∣∣
T,∆

dρ+
∂µ

∂∆

∣∣∣
T,ρ
d∆ +

∂µ

∂T

∣∣∣
∆,ρ
dT (3.87)

d∆ =
∂∆

∂ρ

∣∣∣
T
dρ+

∂∆

∂T

∣∣∣
ρ
dT (3.88)
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Si è interessati al suono isotermico, che per T → 0 coincide con il suono isoentropico:

dµ =
∂µ

∂ρ

∣∣∣
T,∆

dρ+
∂µ

∂∆

∣∣∣
T,ρ

∂∆

∂ρ

∣∣∣
T
dρ (3.89)

dρ

dµ
=

(
∂µ

∂ρ

∣∣∣
T,∆

+
∂µ

∂∆

∣∣∣
T,ρ

∂∆

∂ρ

∣∣∣
T

)−1

(3.90)

Poichè queste equazioni sono espresse in termini del potenziale chimico efficace:

µ = µ∗ +
g

2
ρ ⇒ ∂µ

∂ρ
=
∂µ∗

∂ρ
+
g

2
(3.91)

si ha:

c2s =
ρ

m

(
1

∂ρ
∂µ∗

+ ∂ρ
∂∆

∂∆
∂µ∗

+
g

2

)
. (3.92)

Ricavandosi le derivate dall’equazione del gap e dall’equazione per la densità, e

passando alle variabili adimensionali, dopo alcuni passaggi8 si trova

c2s =
~

2k2
F

3m2


 1

1
2T
L1[k] + 1

2T

(L2[k])2

L3[k]

+
2

π
a


 (3.93)

in cui L1[k], L2[k], L3[k] sono questi integrali nella grandezza adimensionale k:

L1[k] =

∫ ∞

0

dk k
2 ξ

2

k

E
3

k

[
2TE

2

k

ξ
2

k

tanh (
βE

2
)− 2T tanh (

βE

2
) + Ek − Ek tanh2 (

βE

2
)

]

(3.94)

L2[k] =

∫ ∞

0

dk k
2 ξk

E
3

k

[
− 2T tanh (

βE

2
) + Ek −Ek tanh2 (

βE

2
)

]
(3.95)

L3[k] =

∫ ∞

0

dk k
2 1

E
3

k

[
2T tanh (

βE

2
) + Ektanh2 (

βE

2
)− Ek

]
. (3.96)

È chiaro che nel limite unitario, in cui 1
a
→ 0, appare un’infinito nell’ultima

relazione (3.93). Anche questo caso deriva tecnicamente dal fatto che si è usato

un potenziale a zero range, ma la differenza è più sottile: infatti il termine che si

aggiunge non è altro che il contributo del potenziale di Hartree-Fock al potenziale

chimico. Bisogna domandarci se la sostituzione del potenziale “vero” con la dipen-

denza esplicita da as, è corretta anche in questo caso. La risposta è negativa: infatti

8Il calcolo completo si trova in appendice § C.
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mentre per la formazione delle coppie di Cooper la sostituzione è lecita, vedi § 3.3,

non lo è nel caso di Hartree-Fock. Come è stato sottolineato nel paragrafo § 1.5 solo

le particelle nel mare di Fermi danno contribuiscono al campo medio, non ci sono

i contributi di particella al di fuori della superficie di Fermi. Bisogna utilizzare un

potenziale quando as non è piccola: questa è una procedura diversa per “curare” il

nuovo infinito. Questo potenziale deve essere tale da restituire la giusta as, ovvero

tale da costruire il pairing tra gli atomi fermionici, per poterla usare nell’equazione

del gap. Quindi prendendo spunto da un lavoro di Bargmann9 e seguendo l’artico-

lo [61], si considera invece del potenziale a delta di Dirac, un potenziale di tipo buca

con hard core attrattivo.

V (r) =

{
−V0 r < R0

0 r > R0

. (3.97)

Per questo tipo di potenziale è nota la relazione tra i suoi parametri caratteristici,

come il raggio d’azione R0 e la profondità della buca V0, e la lunghezza di scattering

in onda-S:

as = R0

[
1− tan (K0R0)

K0R0

]
, (3.98)

dove K2
0 = 2mV0

~2 . Evidentemente si ha questo andamento;

K0R0 <
π

2
⇒ as < 0 (3.99)

K0R0 >
π

2
⇒ as > 0 (3.100)

K0R0 =
π

2
⇒ as →∞. (3.101)

Prima di proseguire torno alla definizione di potenziale chimico efficace:

µ∗ = µ− g

2
ρ. (3.102)

Questo forma è coerente con il fatto che ho scelto un potenziale di contatto: nel

caso generale, come ho già osservato nel § 1.5, il secondo addendo non è niente altro

che il contributo Hartree-Fock all’energia:

µ∗ = µ− εHF . (3.103)

In ogni caso se ci si limita alla classe di potenziali a corto10 raggio d’azione R0kF ≪ 1,

il contributo εHF

εHF = (2s+ 1)V (k = 0)

∫
dknk −

∫
dk′V (k− k′)nk′ (3.104)

9Questo lavoro tratta il fatto che data una serie di ampiezze nello sviluppo in onde parziali
esiste una classe di potenziali che la riproduce [60].

10Rispetto alla lunghezza caratteristica k−1
F .
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si riduce all’espressione semplice:

≃ 2V (k = 0)ρ− V (k = 0)ρ (3.105)

≃ V (k = 0)ρ. (3.106)

Nel caso in esame del potenziale a buca quadrata, V (k = 0) è semplicemente il

volume del hard core moltiplicato la profondità V0.

V (k = 0) =

∫
dre−ik · rV (r)

∣∣∣
k=0

= −4

3
πR3

0V0. (3.107)

Perciò il contributo del termine di Hartree-Fock al first sound non è niente altro che:

∂µ

∂ρ
=
∂µ∗

∂ρ
+
∂εHF

∂ρ
⇒ ∂µ

∂ρ
=
∂µ∗

∂ρ
+ V (k = 0), (3.108)

ovvero la trasformata di Fourier del potenziale calcolata a momento trasferito nullo.

Passando alle variabili adimensionali:

c2s =
ρ

m

[
∂µ∗

∂ρ
+ V (k = 0)

]
(3.109)

=
~

2k2
F

3m2


 1

1
2T
L1[k] + 1

2T

(L2[k])2

L3[k]

− 2

3π
R

3

0V 0


 , (3.110)

dove ho introdotto le grandezze adimensionali R0 = R0kF e εFV 0 = V0. Dunque

fissato R0 ≪ 1, si trova un V 0 tale che sia soluzione per una data a dell’ equazione

trascendente:

R0

[
1− tan (R0

√
V 0)

R0

√
V 0

]
− a = 0. (3.111)

In appendice § C faccio vedere che nel limite R0 → 0, si riottiene il risultato (3.93)

ottenuto con un potenziale di contatto.
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Figura 3.9: Confronto dell’andamento di c2s/v
2
F al variare di as fissato un valore della

temperatura T , senza (bare) e con (H.C.) il termine di Hartree-Fock.

In Fig. 3.9 mostro l’andamento di c2s/v
2
F al variare di as nel limite di temperatura

nulla con, e senza, il termine Hartree-Fock. Il risultato numerico è stato ottenu-

to con un particolare R0 tale da soddisfare kFR0 ≪ 1, condizione necessaria per

rimanere nell’ambito dell’approssimazione semi-classica [61]. Nel caso mostrato in

Fig. 3.9, e nelle successive, si è scelto R0 = 0.03, mentre V 0 è stato calcolato in

modo da soddisfare la (3.111) per ogni lunghezza di scattering. Dunque, l’effetto

del contributo Hartree-Fock è di diminuire in maniera pressoché costante la velocità

idrodinamica (vedi sempre Fig. 3.9); questo termine dà un contributo apprezzabile,

di cui va tenuto conto; da notare che la riduzione data dal termine non è uniforme

per ogni valore di as: è leggermente inferiore nel limite unitario rispetto agli altri

regimi.

In Fig. 3.10 riporto l’andamento di c2s/v
2
F con il termine Hartree-Fock al variare di

as, per alcuni valori della temperatura T . Si notano subito le brusche interruzioni

nell’andamento del suono: a questo livello possiamo dire che in quel punto il sistema

di fermioni cessa di essere superfluido, e per quantificare cosa succede al suono idro-

dinamico è necessario uno ulteriore studio approfondito. Bisogna infatti stabilire

cosa succede al suono se si considerano anche le fluttuazioni della temperatura.

Abbiamo indagato cosa succede analiticamente all’espressione del suono isotermico

nel limite di temperatura nulla: bisogna calcolare i limiti dei tre integrali, questi
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Figura 3.10: Andamento di c2s/v
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F al variare della lunghezza di scattering per alcuni

valori della temperatura T , data dalla soluzione con termine Hartree-Fock. Con H.C.
(Hard Core) si intende la soluzione normalizzata utilizzando il potenziale di tipo buca.

diventano [49]:

lim
T→0

L1[k]

2T
=

∫ ∞

0

dk
k

2

Ek

[
1− ξ

2

k

E
2

k

]
=

∫ ∞

0

dk
k

2
∆

2

E
3

k

≡ ∆
2
J2 (3.112)

lim
T→0

L2[k]

2T
= −

∫ ∞

0

dk
k

2
ξk

E
3

k

≡ Jξ (3.113)

lim
T→0

L3[k]

2T
=

∫ ∞

0

dk
k

2

E
3

k

≡ J2. (3.114)

Quindi l’espressione del first sound diventa:

c2s =
~

2k2
F

3m2

[
J2

∆
2
J2

2 + J2
ξ

− 2

3π
R

3

0V 0

]
. (3.115)

Che è la stessa trovata in [49], con in più il contributo dell’interazione Hartree-Fock.

Si può mostrare [49] che nel caso in cui ∆ → 0 l’espressione precedente senza il

termine HF tende al noto risultato [21].

c2s ≃
v2

F

3
. (3.116)
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Questo risultato si ritrova anche nell’andamento mostrato in Fig. 3.9: da notare che

il contributo del termine HF non si annulla (ancora) per i valori di as analizzati

dal calcolo numerico. A questo proposito sottolineo il fatto che per ottenere il

risultato delle due equazioni accoppiate per valori di a−1 < −3 si è reso necessario

aumentare la precisione di calcolo: c’è infatti un problema di cancellazione numerica

che aumenta al diminuire di a−1. In Fig. 3.11 riporto l’andamento di c2s al variare
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Figura 3.11: Andamento di c2s al variare della temperatura T senza (bare) e con (H.C.)
il contributo Hartree-Fock, per alcuni valori di as.

della temperatura T senza e con la soluzione ottenuta con il contributo Hartree-
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Fock, per alcuni valori di as. In questo caso l’abbassamento dovuto al termine HF

è costante; è interessante notare come la temperatura abbia un effetto di ridurre

c2s e che questo comportamento sia più accentuato nel limite BCS. Nel limite BEC,

invece, il quadrato della velocità idrodinamica rimane pressoché costante al variare

di T .

Infine i grafici mostrati in figura Fig. 3.12 danno un prospettiva dell’andamento del

quadrato della velocità del suono, nello spazio dei parametri as e T .
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Figura 3.12: Andamenti di c2s/v
2
F nello spazio dei parametri as e T . Come nella Fig. 3.11

con bare si intende la soluzione che viene solo dal contributo di µ∗ e con H.C. si intende
la soluzione data dal potenziale di tipo buca.
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Capitolo 4

Caso Dinamico: equazioni

cinetiche

In questo capitolo analizziamo il sistema di fermioni in condizioni dinamiche, cioè

fuori dall’equilibrio. A causa del fatto che si sta considerando un gas diluito a basse

temperature non si può supporre, in generale, che ci sia l’equilibrio termodinamico

locale (ETL). Per questo motivo è più lecito un approccio cinetico, microscopico,

rispetto a uno idrodinamico in cui appunto è richiesto ETL. In questa tesi siamo

interessati alle piccole fluttuazioni rispetto all’equilibrio, e come queste si propagano

nel sistema. Per calcolare la relazione di dispersione dei modi collettivi del sistema,

ovvero come sono legate le frequenze dei modi con i vettori d’onda ω(q), è sufficiente

l’approssimazione lineare del sistema di equazioni.

Questa è la struttura del capitolo: dopo aver definito le fluttuazioni delle gran-

dezze § 4.1, si scrivono le equazioni cinetiche in approssimazione lineare (§ 4.2) e

si definisce la maniera con cui trovare i modi collettivi § 4.3. Nel § 4.4 si mostra-

no i nuovi tagli sulle frequenze che emergono dal nostro calcolo; infine nel § 4.5 si

mostrano gli integrali con cui si possono ottenere i modi collettivi del sistema.

4.1 Termine di ordine zero

Il primo passo da fare verso lo studio dei modi collettivi è procedere con la lineariz-

zazione del set di equazioni (3.29). In questa ottica le equazioni del caso omogeneo

all’equilibrio e le relative grandezze non sono altro che il termine di ordine zero nel-

la fluttuazione delle nuove equazioni. In altre parole per ciascuna variabile posso

definire lo sviluppo in termini di una fluttuazione:

F (p,x, t) = F0(p) + f(p,x, t) ρ(x, t) = ρ0 + δρ(x, t) (4.1a)
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4.2. LINEARIZZAZIONE

D(p,x, t) = D0(p) + d(p,x, t) D(p,x, t) = D0(p) + d(p,x, t) (4.1b)

∆(x, t) = ∆0 + σ(x, t) ∆∗(x, t) = ∆∗
0 + σ∗(x, t) (4.1c)

ξ(x,p, t) = ξ0(p) + δξ(x, t) . (4.1d)

Nell’ultima espressione si ha che:

ξ0(p) =
p2

2m
+
g

2
ρ0 − µ δξ =

g

2
δρ(x, t). (4.2)

Le relazioni tra le varie grandezze e le rispettive trasformate di Wigner valgono

ordine per ordine, per esempio:

∆0 = −g
∫

dp

(2π~)3
D0(p) σ(x, t) = −g

∫
dp

(2π~)3
d(p,x, t),

e cos̀ı per tutte le altre.

In particolare ricordo che se si richiede che all’equilibrio termodinamico il gap sia

una quantità reale, dalle (3.40) (3.41) si ha:

2ReD0 = 2

[
∆0

2E0

tanhΘ0

]
(4.3)

−2iImD0 = 0. (4.4)

ovvero anche la trasformata di Wigner anomala all’equilibrio è reale.

4.2 Linearizzazione

La procedura di linearizzazione consiste nell’esprimere ogni grandezza del sistema di

equazioni (3.29) secondo la scomposizione (4.1), e considerare solo i termini del primo

ordine nelle fluttuazioni. Per esempio per l’equazione dell’evoluzione temporale della

funzione di Wigner si avrà:

i~
∂

∂t

[
F0(p) + f(x,p, t)

]
= i~{ξ0(p) + δξ(x,p, t), F0(p) + f(x,p, t)}

+ 2iIm

[(
D0(p) + d(x,p, t)

)(
∆∗

0 + σ∗(x, t)
)]

− i~Re

[
{∆∗

0 + σ∗(x, t), D0(p) + d(x,p, t)}
]
. (4.5)

Di questa si prendono solo i termini del primo ordine nella fluttuazione. Si arriva

all’equazione per l’evoluzione temporale della fluttuazione della funzione di Wigner

f :

i~∂tf(x,p, t) = −i~ p

m
·∇xf(x,p, t) + i~

g

2
∇xδρ(x, t) ·∇pF0(p)
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4.2. LINEARIZZAZIONE

+ 2iD0(p)Im[σ∗(x, t)] + 2iIm[d(x,p, t)]∆0

− i~Re[∇xσ
∗(x, t)] ·∇pD0(p) (4.6a)

Seguendo questa procedura si ottengono le altre tre equazioni per l’evoluzione tem-
porale delle fluttuazioni.

i~∂tf(x,−p, t) = +i~
p

m
·∇xf(x,−p, t)− i~g

2
∇xδρ(x, t) ·∇pF0(p)

− 2iD0(p)Im[σ(x, t)] + 2iIm[d(x,p, t)]∆0

+ i~∇xRe[σ(x, t)] ·∇pD0(p) (4.6b)

i~∂td(x,p, t) = 2ξ0(p)d(x,p, t) + gδρ(x, t)D0(p)

+ ∆0 [f(x,p, t) + f(x,−p, t)]

+ σ(x, t) [2F0(p)− 1] (4.6c)

i~∂td(x,p, t) = −2ξ0(p)d(x,p, t)− gδρ(x, t)D0(p)

−∆0 [f(x,p, t) + f(x,−p, t)]

− σ∗(x, t) [2F0(p)− 1] . (4.6d)

Abbiamo osservato che il termine zero del gap e della funzione di Wigner anomala

sono funzioni reali. In generale però non lo sono le fluttuazioni, per cui:

σ = Re[σ] + iIm[σ] = σℜ + iσℑ σ∗ = Re[σ]− iIm[σ] = σℜ + iσℑ (4.7)

d = Re[d] + iIm[d] = dℜ + idℑ d = Re[d] + iIm[d] = dℜ − idℑ. (4.8)

Con queste notazioni si ha:

~∂tf(x,p, t) = −~
p

m
·∇xf(x,p, t) + ~

g

2
∇xδρ(x, t) ·∇pF0(p)

− 2D0(p)σℑ(x, t) + 2dℑ(x,p, t)∆0

− ~∇xσℜ(x, t) ·∇pD0(p) (4.9a)

~∂tf(x,−p, t) = ~
p

m
·∇xf(x,−p, t)− ~

g

2
∇xδρ(x, t) ·∇pF0(p)

− 2D0(p)σℑ(x, t) + 2dℑ(x,p, t)∆0

+ ~∇xσℜ(x, t) ·∇pD0(p) (4.9b)

~∂t[idℜ(x,p, t)− dℑ(x,p, t)] = 2ξ0(p)[dℜ(x,p, t) + idℑ(x,p, t)] + gδρ(x, t)D0(p)

+ ∆0 [f(x,p, t) + f(x,−p, t)]

+ [σℜ(x, t) + iσℑ(x, t)] [2F0(p)− 1] (4.9c)

~∂t[idℜ(x,p, t) + dℑ(x,p, t)] = −2ξ0(p)[dℜ(x,p, t)− idℑ(x,p, t)]− gδρ(x, t)D0(p)

−∆0 [f(x,p, t) + f(x,−p, t)]
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4.2. LINEARIZZAZIONE

− [σℜ(x, t)− iσℑ(x, t)] [2F0(p)− 1] . (4.9d)

Introducendo la parte pari e dispari della f(x,p, t), definite rispettivamente

fev(x,p, t) =
f(x,p, t) + f(x,−p, t)

2
(4.10)

fod(x,p, t) =
f(x,p, t)− f(x,−p, t)

2
, (4.11)

si trova il sistema di quattro equazioni in quattro incognite reali:

~∂tfev(x,p, t) = −~
p

m
· ∇xfod(x,p, t)− 2D0(p)σℑ(x, t) + 2dℑ(x,p, t)∆0 (4.12a)

~∂tfod(x,p, t) = −~
p

m
· ∇xfev(x,p, t) + ~

g

2
∇xδρ(x, t) ·∇pF0(p)

− ~∇xσℜ(x, t) ·∇pD0(p) (4.12b)

~∂tdℑ(x,p, t) = −2ξ0(p)dℜ(x,p, t)− gδρ(x, t)D0(p)− 2∆0fev(x,p, t)

− σℜ(x, t) [2F0(p)− 1] (4.12c)

~∂tdℜ(x,p, t) = 2ξ0(p)dℑ(x,p, t) + σℑ(x, t) [2F0(p)− 1] . (4.12d)

Osserviamo la dipendenza da ~ nella prima e nella seconda equazione: se si svi-

luppano le grandezze in potenze di ~, il termine ~∂tdℑ(x,p, t) a questo livello può

sembrare di ordine superiore al primo, e dunque trascurabile [43]. La sua importanza

però può essere vista solo nei risultati finali: infatti se si prosegue nei calcoli ponendo

uguale a zero il primo membro della terza equazione, si trovano delle contraddizio-

ni di ordine fisico, come scoprire che fod(x,p, t) = 0 nel nostro caso. Dunque, a

differenza di quanto fatto in [43], proseguiamo nei calcoli senza nessuna ulteriore

approssimazione. Passando alle grandezze trasformate di Fourier, rispetto al tempo

e allo spazio,

1

(
√

2π)4

∫∫
dt dx f(x,p, t) e−i(q ·x−ωt) = f(q,p, ω),

le quattro equazioni diventano:

−i~ωfev(q,p, ω) = −i~v ·qfod(q,p, ω)− 2D0σℑ(q, ω) + 2dℑ(q,p, ω)∆0 (4.13a)

−i~ωfod(q,p, ω) = −i~v ·qfev(q,p, ω) + i~
g

2
qδρ(q, ω) ·v∂ξF0

− i~qσℜ(q, ω) ·v∂ξD0 (4.13b)

−i~ωdℑ(q,p, ω) = −2ξ0(p)dℜ(q,p, ω)− gδρ(q, ω)D0(p)− 2∆0fev(q,p, ω)

− σℜ(q, ω)[2F0(p)− 1] (4.13c)

−i~ωdℜ(q,p, ω) = 2ξ0(p)dℑ(q,p, ω) + σℑ(q, ω)[2F0(p)− 1], (4.13d)
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4.2. LINEARIZZAZIONE

dove ho introdotto la velocità della particella v = p

m
, e ho usato il fatto che ∇p ≡

v∂ξ. Osservo che sono passato da equazioni differenziali accoppiate a un sistema di

equazioni algebriche. Per non appesantire le notazioni dei prossimi calcoli, ometto

la dipendenza esplicita dalle variabili.

~ωfev = ~v ·qfod − 2iD0σℑ + 2idℑ∆0 (4.14a)

~ωfod = ~v ·qfev − ~
g

2
qδρ ·v∂ξF0 + ~qσℜ ·v∂ξD0 (4.14b)

~ωdℑ = −2iξ0dℜ − igδρD0 − 2i∆0fev − iσℜ[2F0 − 1] (4.14c)

~ωdℜ = 2iξ0dℑ + iσℑ[2F0 − 1]. (4.14d)

Osservando la (4.14c) è ancora più chiaro che l’argomento dello sviluppo in ~ non

regge, questa volta per un motivo fisico. Infatti ~ω è una energia che si può confron-

tare con ξ0 e con ∆0: queste quantità possono essere molto piccole, ξ0 si annulla,

quando µ∗ > 0, per εp = µ∗.

Non riporto tutti i passaggi espliciti per fattorizzare la dipendenza da gδρ, σℜ, σℑ

delle fluttuazioni delle trasformate di Wigner, ma solo i risultati principali. Per

arrivare all’espressione di fev:

1) Si elimina fod moltiplicando la (4.14a) per ~ω, la (4.14b) per ~q ·v; poi sommando

m.a.m. si ottiene:

[(~ω)2 − (~v ·q)2]fev = −2i~ωD0σℑ + 2i~ωdℑ∆0

−g
2
δρ(~q ·v)2∂ξF0 + (~q ·v)2σℜ∂ξD0. (4.15)

2) Si elimina la dℜ moltiplicando la (4.14c) per ~ω, la (4.14d) per −2iξ0; poi

sommando m.a.m. si ottiene:

[(~ω)2 − 4ξ2
0 ]dℑ = −i~ωgδρD0 − 2i~ω∆0fev − i~ωσℜ(2F0 − 1)

+2ξ0σℑ(2F0 − 1).

3) Si arriva a due equazioni in due incognite fev, dℑ, che riscrivo:

[(~ω)2 − (~v ·q)2]fev = −2i~ωD0σℑ + 2i~ωdℑ∆0

− g

2
δρ(~q ·v)2∂ξF0 + (~q ·v)2σℜ∂ξD0 (4.16)

[(~ω)2 − 4ξ2
0]dℑ = −i~ωgδρD0 − 2i~ω∆0fev − i~ωσℜ(2F0 − 1)

+ 2ξ0σℑ(2F0 − 1). (4.17)

4) Si elimina la dℑ moltiplicando la (4.16) per [(~ω)2 − 4ξ2
0], la (4.17) per 2i~ω∆0;

poi sommando m.a.m. si arriva dopo qualche passaggio a:

[(~ω)2 − 4ξ2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]fev = −2i(~ω)3D0σℑ + 8i~ωξ2

0D0σℑ

73



4.2. LINEARIZZAZIONE

+(~ω)2(~q ·v)2σℜ∂ξD0 − 4ξ2
0(~q ·v)2σℜ∂ξD0

−g
2
δρ(~q ·v)2∂ξF0[(~ω)2 − 4ξ2

0]

+2∆0(~ω)2σℜ(2F0 − 1) + 4i∆0ξ0~ωσℑ(2F0 − 1)

+2∆0(~ω)2gδρD0 + 4(~ω)2∆2
0fev. (4.18)

Dopo alcune semplificazioni si raggiunge il risultato per fev:

fev =
[(~ω)2 − 4ξ2

0](~q ·v)2∂ξD0 + 2∆0(~ω)2(2F0 − 1)

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2
σℜ

+2i~ω
2∆0ξ0(2F0 − 1)− [(~ω)2 − 4ξ2

0 ]D0

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2
σℑ

+
4(~ω)2∆0D0 − [(~ω)2 − 4ξ2

0 ](~q ·v)2∂ξF0

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2

g

2
δρ. (4.19)

Analogamente si ottiene per le fluttuazioni della trasformata di Wigner anomala:

Questa è l’equazione per la dℑ:

dℑ =
−2i~ω∆0(~q ·v)2∂ξD0 − i~ω[(~ω)2 − (~v ·q)2](2F0 − 1)

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2
σℜ

+
−4(~ω)2∆0D0 + 2ξ0[(~ω)2 − (~v ·q)2](2F0 − 1)

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2
σℑ

+
2i~ω(~q ·v)2∆0∂ξF0 − 2i~ω[(~ω)2 − (~v ·q)2]D0

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2

g

2
δρ. (4.20)

Usando la (4.14d), fatte le dovute sostituzioni, si arriva anche all’espressione per la

dℜ:

dℜ =
4ξ0∆0(~q ·v)2∂ξD0 + 2ξ0[(~ω)2 − (~v ·q)2](2F0 − 1)

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2
σℜ

+
−8i(~ω)2ξ0∆0D0 + i(~ω)2{[(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0}(2F0 − 1)

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2
σℑ

+
−4ξ0(~q ·v)2∆0∂ξF0 + 4ξ0[(~ω)2 − (~v ·q)2]D0

[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2

g

2
δρ. (4.21)
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4.3 Frequenze dei modi collettivi

In sintesi il sistema di equazioni si può esprimere come




fev = C11(p,q, ω)gδρ+ C12(p,q, ω)σℜ + C13(p,q, ω)σℑ
dℜ = C21(p,q, ω)gδρ+ C22(p,q, ω)σℜ + C23(p,q, ω)σℑ
dℑ = C31(p,q, ω)gδρ+ C32(p,q, ω)σℜ + C33(p,q, ω)σℑ

. (4.22)

Dunque per trovare un sistema di equazioni che leghi tra loro le fluttuazioni di

densità δρ(q, ω), σℜ(q, ω), σℜ(q, ω) le tre equazioni (4.22) vanno integrate in p: è

comodo definire gli integrali dei i coefficienti Cij:
∫

dp

(2π~)3
Cij(p,q, ω) = bij(q, ω). (4.23)

Integrando −g
∫

dp
h3 da ambo i membri: a destra si usando le definizioni analoghe alla

(4.1):

σℜ(q, ω) = −g
∫

dp

(2π~)3
dℜ(p,q, ω) σℑ(q, ω) = −g

∫
dp

(2π~)3
dℑ(p,q, ω) (4.24)

fev(q, ω) = −g
∫

dp

(2π~)3
δρ(p,q, ω) (4.25)

Da notare che per ragioni di simmetria l’equazione per δρ ci consente di non con-

siderare nella sistema (4.22) la dipendenza esplicita da fod
1. Si ottiene pertanto il

sistema





gδρ = +[gb11(q, ω)]gδρ+ gb12(q, ω)σℜ + gb13(q, ω)σℑ
σℜ = −[gb21(q, ω)]gδρ− gb22(q, ω)σℜ − gb23(q, ω)σℑ
σℑ = −[gb31(q, ω)]gδρ− gb32(q, ω)σℜ − gb33(q, ω)σℑ

. (4.26)

Questa scrittura ci ricorda che mentre le grandezze F0 e D0 e le loro variazioni sono

dei numeri, le grandezze σℜ σℑ sono dimensionate: sono delle energie, per avere la

stessa dimensione occorre moltiplicare la fluttuazione di densità per la costante di

accoppiamento g.

Le autofrequenze del sistema si hanno per quella coppia di valori (ω, q) che risolvono

il sistema (4.26), ovvero annullano il determinate della matrice associata.
∣∣∣∣∣∣

(−1 + gb11) +gb12 +gb13
−gb21 (−gb22 − 1) −gb23
−gb31 −gb32 (−gb33 − 1)

∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.27)

In questa maniera una volta risolto si ricava la relazione di dispersione dei modi

collettivi (ω, q). Torniamo ai coefficienti Cij(p,q, ω), in particolare i limiti nel caso

1Ma alla fine del paragrafo vederemo che è necessario che sia diverso da zero.
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di temperatura nulla e il caso in cui il gap tende a zero. Indico con D il denominatore

comune delle (4.19), (4.20), (4.21):

D = {[(~ω)2 − 4E2
0 ][(~ω)2 − (~v ·q)2]− 4∆2

0(~v ·q)2}. (4.28)

E con Θ0 = ξ0β
2

l’argomento della tangente iperbolica. Dopo alcuni passaggi algebrici

si arriva alle seguenti espressioni:

C11

C11 =
g

2

1

D
∆2

0

2E3
0

{4(~ω)2E2
0 − 4ξ2

0(~q ·v)2 + (~ω)2(~q ·v)2} tghΘ0

+
g

2

1

D
ξ2
0

4E2
0

{(~ω)2(~q ·v)2 − 4ξ2
0(~q ·v)2}(1− tgh 2Θ0)

T

C11
T→0−→ g

2

1

D
∆2

0

2E3
0

{4(~ω)2E2
0 − 4ξ2

0(~q ·v)2 + (~ω)2(~q ·v)2}

C11
∆0→0−→ (~q ·v)2

4{(~ω)2 − (~q ·v)2}
g

2

(1− tgh 2
[

ξ0β
2

]
)

T
.

C12

C12 = − 1

D
∆0ξ0
2E3

0

{(~ω)2(~q ·v)2 − 4ξ2
0(~q ·v)2 + 4E2

0(~ω)2} tghΘ0

+
1

D
∆0ξ0
4E2

0

[(~ω)2 − 4ξ2
0](~q ·v)2 (1− tgh 2Θ0)

T

C12
T→0−→ − 1

D
∆0ξ0
2E3

0

{(~ω)2(~q ·v)2 − 4ξ2
0(~q ·v)2 + 4E2

0(~ω)2}

C12
∆0→0−→ 0.

C13

C13 = −i(~ω)3 ∆0

E0

1

D tgh Θ0

C13
T→0−→ −i(~ω)3 ∆0

E0

1

D
C13

∆0→0−→ 0.

C21

C21 =
1

D
2ξ0∆0

E3
0

{(~ω)2E2
0 − (~v ·q)2ξ2

0}
g

2
tghΘ0 +

1

D
ξ3
0∆0

E2
0

(~q ·v)2g

2

(1− tgh 2Θ0)

T

C21
T→0−→ 1

D
2ξ0∆0

E3
0

{(~ω)2E2
0 − (~v ·q)2ξ2

0}
g

2

C21
∆0→0−→ 0.
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C22

C22 = − 1

D
2ξ2

0

E3
0

{−ξ2
0(~q ·v)2 + E2

0(~ω)2} tghΘ0 +
1

D
ξ2
0

E2
0

{∆2
0(~q ·v)2 (1− tgh 2Θ0)

T
}

C22
T→0−→ − 1

D
2ξ2

0

E3
0

{−ξ2
0(~q ·v)2 + E2

0(~ω)2}

C22
∆0→0−→ − −ξ2

0(~q ·v)2 + ξ2
0(~ω)2

[(~ω)2 − 4ξ2
0 ][(~ω)2 − (~q ·v)2]

2ξ2
0

ξ3
0

tgh
[ξ0β

2

]
= − 2ξ0

(~ω)2 − 4ξ2
0

tgh
[ξ0β

2

]
.

C23

C23 =
1

D i(~ω)
ξ0
E0
{−(~ω)2 + (~v ·q)2} tghΘ0

C23
T→0−→ 1

D i(~ω)
ξ0
E0
{−(~ω)2 + (~v ·q)2}

C23
∆0→0−→

i(~ω) ξ0
ξ0

[−(~ω)2 + (~v ·q)2]

[(~ω)2 − 4ξ2
0][(~ω)2 − (~q ·v)2]

tgh
[ξ0β

2

]
= − i(~ω)

(~ω)2 − 4ξ2
0

tgh
[ξ0β

2

]
.

C31

C31 = −2i(~ω)

D
∆0

2E3
0

{(~ω)2E2
0 − (~v ·q)2ξ2

0}
g

2
tghΘ0

−g
2

i(~ω)

D
∆0(~q ·v)2ξ2

0

2E2
0

(1− tgh 2Θ0)

T

C31
T→0−→ −2i(~ω)

D
∆0

2E3
0

{(~ω)2E2
0 − (~v ·q)2ξ2

0}
g

2

C31
∆0→0−→ 0.

C32

C32 =
i(~ω)

D
ξ0
E3

0

{(~ω)2E2
0 − ξ2

0(~q ·v)2} tghΘ0 −
i(~ω)

D
ξ0∆

2
0(~q ·v)2

2E2
0

(1− tgh 2Θ0)

T

C32
T→0−→ i(~ω)

D
ξ0
E3

0

{(~ω)2E2
0 − ξ2

0(~q ·v)2}

C32
∆0→0−→ i(~ω){(~ω)2ξ2

0 − ξ2
0(~q ·v)2}

[(~ω)2 − 4ξ2
0][(~ω)2 − (~q ·v)2]

ξ0
ξ3
0

tgh
[ξ0β

2

]
=

i(~ω)

(~ω)2 − 4ξ2
0

tgh
[ξ0β

2

]
.

C33

C33 = − 2

D
1

E0
{E2

0(~ω)2 − ξ2
0(~v ·q)2} tghΘ0

C33
T→0−→ − 2

D
1

E0
{E2

0(~ω)2 − ξ2
0(~v ·q)2}

C33
∆0→0−→ − 2{ξ2

0(~ω)2 − ξ2
0(~v ·q)2}

[(~ω)2 − 4ξ2
0 ][(~ω)2 − (~q ·v)2]

1

ξ0
tgh

[ξ0β
2

]
= − 2ξ0

(~ω)2 − 4ξ2
0

tgh
[ξ0β

2

]
.
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Analizzando con più cura il limite ∆0 → 0, per vedere se anche in questo caso ci

sono alcuni integrali bij che non convergono per k→∞.

C11 →
(~q ·v)2

4{(~ω)2 − (~q ·v)2}
g

2

(1− tgh 2
[

ξ0β
2

]
)

T

C22 → − 2ξ0
(~ω)2 − 4ξ2

0

tgh
[ξ0β

2

]
∝ 1

2ε

C23 → − i(~ω)

(~ω)2 − 4ξ2
0

tgh
[ξ0β

2

]
∝ i~ω

4ε2

C32 →
i(~ω)

(~ω)2 − 4ξ2
0

tgh
[ξ0β

2

]
∝ −i~ω

4ε2

C33 → − 2ξ0
(~ω)2 − 4ξ2

0

tgh
[ξ0β

2

]
∝ 1

2ε
.

Dunque il formalismo si porta ad avere per alcuni integrali un contributo non nullo

anche se il numero delle particelle va a zero, infatti nel vuoto abbiamo ∆ = 0, µ = 0,

per cui la relazione di dispersione è solo di particella libera. Seguiamo questa ricetta:

se non c’è materia non ci sono le onde ω = 0, per cui si deve togliere a mano questo

contributo non nullo. Questa volta conviene normalizzare il valore degli integrali

esprimendo per comodità la costante di accoppiamento g mediante la lunghezza di

scattering as, e togliendo alle funzioni integrande il contributo che si otterrebbe nel

vuoto2.

Prima di continuare verifico che stiamo lavorando con le equazioni corrette. Per

∆0 → 0 otteniamo l’equazione cinetica di Vlasov [62]. Si vede che è necessario

avere fod diversa da zero. Dall’equazione (4.14b) si ha che fod dipende solo da fev,

sostituisco l’espressione trovata:

fod =
~v ·q
~ω
{C11δρ+ C12σℜ + C13σℑ} −

~v ·q
~ω

∂ξF0
g

2
δρ+

~v ·q
~ω

∂ξD0σℜ

=
~v ·q
~ω

(
C11 − ∂ξF0

g

2

)
δρ+

~v ·q
~ω

(C12 + ∂ξD0) σℜ +
~v ·q
~ω

C13σℑ

Riconsidero la fluttuazione della trasformata di Wigner nel suo insieme f = fod +fev

f =

[
C11

(
v·q + ω

ω

)
− v·q

ω
∂ξF0

g

2

]
δρ+

[
C12

(
v·q + ω

ω

)
+

v·q
ω
∂ξD0

]
σℜ +

v·q
ω
C13σℑ

Adesso faccio il limite ∆0 → 0, non in senso matematico ma nel senso che posso

trascurare le densità anomale:

f ≃
[
C11

(
v·q + ω

ω

)
− v·q

ω
∂ξF0

g

2

]
δρ

2Questa ricetta è simile a quella per sanare le divergenze nel caso all’equilibrio termodinamico,
dove è stato introdotto lo pseudopotenziale
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=

[
(q ·v)2

4{ω2 − (q ·v)2}
g

2

(1− tanh2 Θ0)

T

(
v·q + ω

ω

)
+

v·q
ω

(1− tanh2 Θ0)

4T

g

2

]
δρ

=

[
(q ·v)2

ω2 − (q ·v)2

(
v·q + ω

ω

)
+

v·q
ω

]
1− tanh2 Θ0

4T

g

2
δρ

=

[
(q ·v)2

ω − q ·v
1

ω
+

v·q(ω − q ·v)

ω

]
1− tanh2 Θ0

4T

g

2
δρ

=
q ·v

ω − q ·v
1− tanh2 Θ0

4T

g

2
δρ

= − (v ·q)

(ω − v ·q)
∂ξF0

g

2
δρ.

4.4 Calcolo dei poli di risonanza

Si cercano i valori di ω per cui si annulla il denominatore, da un punto di vista fisico

rappresentano le frequenze di eccitazione del sistema:

D = (~ω)4 − [4E2
0 + (~v ·q)2](~ω)2 + 4ξ2

0(~v ·q)2 = 0.

Rispetto alla variabile ω è un’equazione di quarto grado, che ha queste radici.

ω1 = +
1√
2~

√
4E2

0 + (~v ·q)2 +
√

[4E2
0 + (~v ·q)2]2 − 16ξ2

0(~v ·q)2 (4.29)

ω2 = +
1√
2~

√
4E2

0 + (~v ·q)2 −
√

[4E2
0 + (~v ·q)2]2 − 16ξ2

0(~v ·q)2 (4.30)

ω3 = −ω1 (4.31)

ω4 = −ω2. (4.32)

Però siccome valgono

[4E2
0 + ~

2η2]2 > 16ξ2
0~

2η2 ∀η : η = (v ·q)

4E2
0 + ~

2η2 >
√

[4E2
0 + ~2η2]2 − 16ξ2

0~2η2 ∀η : η = (v ·q),

sono tutte reali e tali che: ω3 = −ω1 ω4 = −ω2. Siccome valgono le maggiora-

zioni precedenti posso fare uno sviluppo nel rapporto
16ξ2

0(~v ·q)2

[4E2
0
+(~v ·q)2]2

, trovo:

~ω̃1 ≃
√

4E2
0 + (~v ·q)2 − 2ξ2

0(~v ·q)2

√
[4E2

0 + (~v ·q)2]3
(4.33)

~ω̃2 ≃
2ξ0(~v ·q)√

4E2
0 + (~v ·q)2

≃ ξ0(~v ·q)

E0

. (4.34)
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(a) Regime BCS: ω/εF al variare di k/kF , per alcuni valori di q/kF
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(b) Regime BCS: ω/εF al variare di k/kF , per alcuni valori di q/kF ,
attorno alla superficie di Fermi

Figura 4.1: Poli di risonanza ω/εF al variare di k/kF , per alcuni valori di q/kF . Come
si nota dalla figura (a) abbiamo due rami distinti: il ramo superiore corrisponde a ω1,
quello inferiore a ω2. La figura (b) rappresenta un’ingrandimento della (a) attorno a
k/kF = 1.

Rispetto a un lavoro recente [49] fatto a temperatura zero troviamo, oltre al polo ω1

legato alla rottura di una coppia di Cooper, un altro taglio, il polo ω2, corrispondente

a stati virtuali intermedi relativi alla fluttuazione del campo medio. Il contributo
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4.4. CALCOLO DEI POLI DI RISONANZA

dato da questo polo non può essere escluso a questo livello, per cui è necessario un

calcolo esplicito. In Fig. 4.1 ho riportato l’andamento dei poli al variare dell’impulso
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Figura 4.2: Regime BEC: poli di risonanza (ω1 sopra, ω2 sotto) al variare di k/kF , per
alcuni valori di q/kF .

della particella, per alcuni valori del vettore d’onda del modo, relativamente a un

regime BCS (a = −0.333). La stessa cosa viene mostrata in un regime BEC, a = 0.5

(vedi Fig. 4.2), e nel limite unitario (vedi Fig. 4.3). Tutti e tre i casi sono stati

valutati nel limite di bassa temperatura (T = 0.001).
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Figura 4.3: Limite unitario: andamento dei poli di risonanza (ω1 sopra, ω2 sotto) al
variare di k/kF , per alcuni valori di q/kF .

4.5 Calcoli finali

Possiamo portare avanti il calcolo analitico facendo in maniera esplicita l’integrazio-

ne sugli angoli tra l’impulso della particella p e il vettore d’onda q del modo. Metto

in evidenza la dipendenza dall’angolo nel denominatore

D = [4ξ2
0 − (~ω)2](~vq cos θ)2 − [4E2

0 − (~ω)2](~ω)2
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= (ξ⋆
~vq cos θ)2 − (E⋆

~ω)2

= A cos2 θ − B,

dove θ è l’angolo tra l’impulso della particella e il vettore d’onda del modo, A
sono i termini che moltiplicano il coseno quadrato dell’angolo B raggruppa i termini

rimanenti, e ho introdotto la notazione:

E⋆ =
√

4E2
0 − ~2ω2 ξ⋆ =

√
4ξ2

0 − ~2ω2

Scomponendo i coefficienti Cij termine a termine ci si convince che gli integrali da

fare sono in sostanza di due tipi:

∫ 1

−1

duC
(k)
ij (p, q, u, ω) = G

(k)
ij (p, q, ω)

∫ 1

−1

du
(~ω)2

D = (~ω)2G
(k)
ij (p, q, ω)

∫ 1

−1

du
1

Au2 − B
∫ 1

−1

duC
(k)
ij (p, q, u, ω) = G

(k)
ij (p, q, ω)

∫ 1

−1

du
(~vqu)2

D = (~vq)2G
(k)
ij (p, q, ω)

∫ 1

−1

du
u2

Au2 − B ,

dove con l’apice (k) sto indicando il termine k-esimo della scomposizione. Gli

integrali si possono risolvere analiticamente:

∫ 1

−1

du
1

Au2 − B =
f̃(A,B)√
A
√
B
.

∫ 1

−1

du
u2

Au2 − B =
2

A +

√
B

A
√
A
f̃(A,B).

in cui,

f̃(A,B) = −2 arctanh

(√
A√
B

)
= ln

(√
B −
√
A√

B +
√
A

)
= ln

(
E⋆

~ω − ξ⋆
~vq

E⋆~ω + ξ⋆~vq

)
= ln Ξ.

Anche in questo caso si passa alle quantità adimensionali, indicate con una barra:

~vq = 2εF qk Θ =
E0

2T√
A = ξ⋆

~vq = 2ε2
F (qk)ξ

⋆
= 2ε2

F

√
A

√
B = E⋆

~ω = ε2
Fω
√

4E2
0 − ω2 = ε2

FωE
⋆

= ε2
F

√
B

Ξ =
E⋆

~ω − ξ⋆
~vq

E⋆~ω + ξ⋆~vq
=
E

⋆
ω − 2ξ

⋆
kq

E
⋆
ω + 2ξ

⋆
kq
≡ Ξ
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Per cui si ottengono questi integrali. Da notare che gli integrali non convergenti che

sono stati “curati” con la prescrizione descritta sopra vengono indicati con l’apice

n, e.a. gbn22.

gb11 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk
{
− ∆

2

2E
3

k

tghΘ +
ω2∆

2

4E
3

k

tgh Θ
ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ

− ξ
2

k

8E
2

k

(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

)1− tgh 2Θ

T

}
(4.35)

gb12 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk
{∆ξk

E
3

k

tgh Θ− ω2∆ξk

2E
3

k

tghΘ
ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ

− ξk∆

4E
2

k

(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

)1− tgh 2Θ

T

}
(4.36)

gb13 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk (−iω)

∆

Ek

tghΘ
ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ (4.37)

gb21 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk ξk

{ ∆

Ek

tgh Θ
ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ− ∆ξ
2

k

E
3

k

tghΘ
(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

) 1

ξ
⋆2

+
∆ξ

2

k

2E
2

k

(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ lnΞ

) 1

ξ
⋆2

1− tgh 2Θ

T

}
(4.38)

gbn22 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk

[
2ξk

(
− ξk

Ek

tghΘ
ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ +
ξ
3

k

E
3

k

tghΘ
(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

) 1

ξ
⋆2

+
ξk∆

2

2E
2

k

1− tgh 2Θ

T

(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

) 1

ξ
⋆2

)
− 1

k
2

]
(4.39)

gb23 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk

[
iω
ξk

Ek

(
− ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ +
(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

) 1

ξ
⋆2

)
tgh Θ

]

(4.40)

gb̃31 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk
(
− iω

2

){ ∆

Ek

tghΘ
ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ lnΞ− ∆ξ
2

k

E
3

k

tgh Θ
(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ lnΞ

) 1

ξ
⋆2
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+
∆ξ

2

k

2E
2

k

(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ lnΞ

) 1

ξ
⋆2

1− tgh 2Θ

T

}
(4.41)

gb32 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk

[
iω

(
ξk

Ek

tghΘ
ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ− ξ
3

k

E
3

k

tgh Θ
(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

) 1

ξ
⋆2

− ξk∆
2

2E
2

k

(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

) 1

ξ
⋆2

1− tgh 2Θ

T

)]
(4.42)

gbn33 =
2

π
a

∫ ∞

0

k
2
dk

[(
− 2Ek tghΘ

ω

2qk

1

E
⋆
ξ

⋆ ln Ξ + 2
ξ
2

k

Ek

tghΘ
(
2 +

ω

2qk

E
⋆

ξ
⋆ ln Ξ

) 1

ξ
⋆2

)
− 1

k
2

]

(4.43)
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Conclusioni

In questo lavoro di tesi abbiamo studiato le proprietà di un gas di fermioni inte-

ragenti nel crossover BCS-BEC, a temperatura finita. Sperimentalmente lo studio

di questa transizione fra un sistema di fermioni interagenti, in cui si creano coppie

fortemente correlate, e un condensato di molecole biatomiche, è reso possibile grazie

alle risonanze di Fano-Feshbach. Con queste si riesce a controllare l’ampiezza di

scattering, parametro che, per un gas diluito a basse temperature, fornisce una ra-

gionevole interazione efficace tra le particelle. Abbiamo ricordato l’importanza delle

interazioni per sistema di fermioni.

Abbiamo analizzato a livello teorico questo sistema in approssimazione semi-

classica mediante le evoluzioni temporali delle trasformate di Wigner della densità

normale e anomala. Con lo stesso formalismo abbiamo studiato per un sistema di

fermioni con spin 1/2 nel limite termodinamico, aspetti di equilibrio termodinamico

e aspetti dinamici. Abbiamo visto che il sistema di equazioni accoppiate nel primo

caso portano direttamente all’equazione del gap. Quest’ultima accoppiata con la

relazione tra densità ρ e potenziale chimico definisce in maniera univoca i parametri

che caratterizzano lo stato macroscopico e microscopico del sistema durante tutto

il crossover. Analizzando il modo collettivo di suono isotermico abbiamo notato

l’importanza nella trattazione del problema del termine di campo medio di Hartree-

Fock, che al nostro livello di indagine non può essere trascurato. Per ricavare le

relazioni di dispersioni del sistema è sufficiente un approccio lineare: per questo lo

studio del sistema fuori dall’equilibrio termodinamico è stato fatto nel regime delle

piccole fluttuazioni.

Sviluppi possibili di questo lavoro, oltre a calcolare esplicitamente le frequenze

dei modi collettivi del sistema, sono: analizzare la risposta lineare del sistema all’a-

zione di un campo esterno, studiare un gas di fermioni in configurazioni fisiche più

realistiche, ad esempio un gas intrappolato in una buca di potenziale armonico o in

potenziali più vicini a quelli comunemente realizzati in laboratorio.
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Appendice A

Calcoli formali

A.1 Calcolo completo per l’evoluzione di ψ̂Hα(x, t)

Si lavora in rappresentazione di Heisenberg:

ψ̂Hα(x, t) = eiĤt/~ψ̂α(x) e−iĤt/~. (A.1)

Dunque i campi fermionici evolvono nel tempo secondo l’equazione,

i~
∂

∂t
ψ̂Hα(x, t) = eiĤt/~[ψ̂α(x), Ĥ] e−iĤt/~. (A.2)

Si valuta in maniera esplicita il commutatore [ψ̂α(x), Ĥ ]. Per agevolare la lettura,

le formule intermedie vengono calcolate in notazione compatta: si ha la somma su

indici ripetuti, e l’integrazione implicita per le variabili “mute”.

[ψ̂α(x), Ĥ] ∝ ψ̂α(x)ψ̂†
γ(z)T (z)ψ̂γ(z)− ψ̂†

γ(z)T (z)ψ̂γ(z)ψ̂α(x)

+
1

2
ψ̂α(x)ψ̂†

γ(y)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y)

−1

2
ψ̂†

γ(y)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y)ψ̂α(x). (A.3)

In questa appendice analizzo i passi intermedi di questo calcolo. A causa delle regole

di anticommutazione canoniche (2.5, 2.6), l’ordine in cui sono messi gli operatori

acquista una certa importanza.

Riscrivo i termini a un corpo della (A.3),

ψ̂α(x)ψ̂†
γ(z)T (z)ψ̂γ(z)− ψ̂†

γ(z)T (z)ψ̂γ(z)ψ̂α(x) = (A.4)

usando la (2.6),

= ψ̂α(x)ψ̂†
γ(z)T (z)ψ̂γ(z) + ψ̂†

γ(z)T (z)ψ̂α(x)ψ̂γ(z) (A.5)
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A.1. CALCOLO COMPLETO PER L’EVOLUZIONE DI ψ̂Hα(X, T )

Ma l’operatore a un corpo T (z) non agisce su ψ̂α(x):

= ψ̂α(x)ψ̂†
γ(z)T (z)ψ̂γ(z) + ψ̂†

γ(z)ψ̂α(x)T (z)ψ̂γ(z). (A.6)

Metto in evidenza un’anticommutazione:

= δα,γδ(x− z)T (z)ψ̂γ(z). (A.7)

Riscrivo i termini a due corpi della (A.3),

1

2
ψ̂α(x)ψ̂†

γ(y)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y)

− 1

2
ψ̂†

γ(y)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y)ψ̂α(x) (A.8)

In questo caso la strategia consiste nel ricreare un anticommutatore tra ψ̂†
γ(y) e

ψ̂α(x); lavoro sul secondo addendo della (A.8),

− 1

2
ψ̂†

γ(y)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y)ψ̂α(x) = (A.9)

= −1

2
ψ̂†

γ(y)ψ̂†
β(z)ψ̂α(x)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y). (A.10)

Usando la (2.5) per i campi ψ̂†
β(z), ψ̂α(x) diventa:

=
1

2
ψ̂†

γ(y)ψ̂α(x)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y)

− 1

2
ψ̂†

γ(y)〈γα|V (x,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(x)ψ̂γ′(y). (A.11)

Unisco il primo addendo della (A.8) con la prima parte del risultato (A.11):

1

2
ψ̂α(x)ψ̂†

γ(y)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y)

+
1

2
ψ̂†

γ(y)ψ̂α(x)ψ̂†
β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y). (A.12)

Raccolgo un anticommutatore:

=
1

2
(ψ̂α(x)ψ̂†

γ(y) + ψ̂†
γ(y)ψ̂α(x))ψ̂†

β(z)〈γβ|V (z,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(y) (A.13)

=
1

2
ψ̂†

β(z)〈αβ|V (z,x)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(x). (A.14)
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A.2. PROPRIETÀ FUNZIONI DI WIGNER

Alla fine si ottiene per il termine a due corpi del commutatore l’espressione in forma

compatta:

1

2
ψ̂†

β(z)〈αβ|V (z,x)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(x)− 1

2
ψ̂†

γ(y)〈γα|V (x,y)|γ′β ′〉ψ̂β′(x)ψ̂γ′(y).

(A.15)

Di solito per il potenziale si richiede che abbia almeno la simmetria di “scambio”:

∑

β

〈αβ|V (z,x)|γ′β ′〉 =
∑

γ

〈γα|V (x, z)|γ′β ′〉. (A.16)

Per cui facendo opportuni cambi di variabile si trova il risultato:

= 2
1

2
ψ̂†

β(z)〈αβ|V (z,x)|γ′β ′〉ψ̂β′(z)ψ̂γ′(x). (A.17)

Alla fine abbiamo trovato per il commutatore tra ψ̂ e H , l’espressione esplicita:

[ψ̂α(x), Ĥ] = T (x)ψ̂α(x) +
∑

β′,γ′,γ

∫
dz ψ̂†

γ(z)〈γα|V (x, z)|γ′β ′〉ψ̂γ′(z)ψ̂β′(x). (A.18)

A.2 Proprietà funzioni di Wigner

In questa appendice mostro in maniera esplicita le proprietà di simmetria sulle

variabili di spin per le trasformate di Wigner.

Fα,β(x,p, t) =

∫
dR eip ·R/~〈: ψ̂†

α(x+, t)ψ̂β(x−, t) :〉

sostituzione R = −z

=

∫
dz e−ip · z/~〈: ψ̂†

α(x−, t)ψ̂β(x+, t) :〉

= Fβ,α(x,p, t). (A.19)

Fα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂β(x−, t)ψ̂

†
α(x+, t) :〉

anticommuto

=

∫
dR e−ip ·R/~δα,βδ(R)−

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

α(x+, t)ψ̂β(x−, t) :〉

= δα,β −
∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂†

α(x+, t)ψ̂β(x−, t) :〉
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A.2. PROPRIETÀ FUNZIONI DI WIGNER

Operando la sostituzione R = −z

= δα,β −
∫
dz eip · z/~〈: ψ̂†

α(x−, t)ψ̂β(x+, t) :〉

Via la sostituzione p = −k si ottiene

= δα,β −
∫
dz e−ik · z/~〈: ψ̂†

α(x−, t)ψ̂β(x+, t) :〉

= δα,β − Fβ,α(x,k, t) = δα,β − Fβ,α(x,−p, t).

Per le trasformate di Wigner della matrice densità anomala si hanno le seguenti

proprietà:

D∗
α,β(x,p, t) =

∫
dR eip ·R/~〈: ψ̂†

α(x+, t)ψ̂
†
β(x−, t) :〉

Se si fa la sostituzione R = −z

=

∫
dz e−ip · z/~〈: ψ̂†

α(x−, t)ψ̂
†
β(x+, t) :〉

= Dβ,α(x,p, t). (A.20)

Dα,β(x,p, t) =

∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂β(x−, t)ψ̂α(x+, t) :〉

anticommuto

= −
∫
dR e−ip ·R/~〈: ψ̂α(x+, t)ψ̂β(x−, t) :〉

Via la sostituzione R = −z ottengo:

= −
∫
dz eip · z/~〈: ψ̂α(x−, t)ψ̂β(x+, t) :〉

= −Dβ,α(x,−p, t). (A.21)

Per matrici densità valgono queste proprietà che sono ricavabili direttamente dalla

definizione:

ρα,β(x, t) = 1− ρ∗β,α(x, t)

κα,β(x, t) = −κβ,α(x, t)

κα,β(x, t) = −κβ,α(x, t)
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A.2. PROPRIETÀ FUNZIONI DI WIGNER

κ∗α,β(x, t) = κβ,α(x, t).

Dalla ultima relazione e dalla (A.20) seguono:

(D∗
α,β(x,p, t)) = (ReDα,β(x,p, t) + iImD∗

α,β(x,p, t))

= ReDα,β(x,p, t)− iImDα,β(x,p, t)

= ReDβ,α(x,p, t) + iImDβ,α(x,p, t).

Da cui si ottengono questi legami tra parti reali e parti immaginarie:

ReDα,β(x,p, t) = ReDβ,α(x,p, t)

ImDα,β(x,p, t) = −ImDβ,α(x,p, t)

Reκα,β(x, t) = Reκβ,α(x, t) (A.22)

Imκα,β(x, t) = −Imκβ,α(x, t).

E da queste seguono altre due proprietà non meno importanti:

Re[Dβ,α(x,p, t)κα,β(x, t)] = ReDβ,α(x,p, t)Reκα,β(x, t)− ImDβ,α(x,p, t)Imκα,β(x, t)

= ReDα,β(x,p, t)Reκβ,α(x, t) + ImDα,β(x,p, t)(−Imκβ,α(x, t))

= Re[Dα,β(x,p, t)κβ,α(x, t)].

Im[Dβ,α(x,p, t)κα,β(x, t)] = ImDβ,α(x,p, t)Reκα,β(x, t)− Imκα,β(x, t)ReDβ,α(x,p, t)

= −ImDα,β(x,p, t)Reκβ,α(x, t)− Imκβ,α(x, t)ReDα,β(x,p, t)

= −Im[Dα,β(x,p, t)κβ,α(x, t)].
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Appendice B

Potenziali

In questa appendice mostro che nel limite R0 → 0 il potenziale di tipo buca scelto

nella tesi per regolarizzare il termine di Hartree-Fock si riduce al potenziale tipo

delta.

Vδ(k = 0) =

∫
dre−ik · rV (r)

∣∣∣
k=0

=

∫
dre−ik · r g

2
δ(r)

∣∣∣
k=0

=
g

2
(B.1)

VHC(k = 0) = −4

3
πR3

0V0, (B.2)

si ipotizza che si conservi il valore dei due integrali.

−4

3
πR3

0V0 =
g

2
⇒ −R3

0V 0 = 3a, (B.3)

ovvero si sta dicendo che se R0 → 0 allora V 0 → ∞ in modo che R
3

0V 0 ∝ cost.

Dunque si deve considerare il secondo ordine nello sviluppo della relazione (3.111):

1− tan x

x
= −1

3
x2 − 2

15
x4 +O(x5), (B.4)

che porta direttamente all’espressione precedente (B.2):

a = −R0

[
1

3

(
R0

√
V 0

)2
]
, (B.5)

e quindi si ha anche:

∂εHF

∂ρ
= − 2

3π
R

3

0V 0
R0→0−→ 2

3a

3π
=

2

π
a. (B.6)

Vedo cosa succede nel limite unitario

a→ ±∞⇒ R0

√
V 0 =

π

2
⇒
√
V 0 =

π

2R0

⇒ V 0 =
π2

4R
2

0

, (B.7)

e quindi il contributo di Hartree-Fock nel limite unitario dipende solo da R0

∂εHF

∂ρ
= − 2

3π
R

3

0V 0 ⇒
∂εHF

∂ρ
= −π

6
R0. (B.8)
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Appendice C

Suono

In questa appendice si analizzano i tre integrali introdotti nel Capitolo 3. Partiamo

dall’espressione:

c2s =
ρ

m

∂µ

∂ρ
=

ρ

m

(
1

∂ρ
∂µ∗

+ ∂ρ
∂∆

∂∆
∂µ∗

+
g

2

)
. (C.1)

Per semplicità si introduce la notazione: Θ = (βE/2). Riparto dall’equazione per

la densità:

ρ(µ∗,∆) =

∫
dp

(2π~)3

[
1− ξ

E
tanhΘ

]
. (C.2)

Facendo le derivate si trova:

∂ρ

∂µ∗
=

∫
dp

(2π~)3

ξ2β

2E3

[
2E2

ξ2β
tanh Θ− 2

β
tanh Θ + E − E tanh2 Θ

]
(C.3)

∂ρ

∂∆
= −

∫
dp

(2π~)3

ξ∆β

2E3

[
− 2

β
tanh Θ + E − E tanh2 Θ

]
. (C.4)

Per il gap si riparte dall’espressione:

m

4π~2as
=

∫
dp

(2π~)3

[
1

2εp
− 1

2E
tanh Θ

]
≡ I(µ∗,∆). (C.5)

Facendone la variazione si ha:

0 =
∂I(µ∗,∆)

∂µ∗
dµ∗ +

∂I(µ∗,∆)

∂∆
d∆ ⇒ ∂∆

∂µ∗
= −

∂I(µ∗,∆)
∂µ∗

∂I(µ∗,∆)
∂∆

. (C.6)

Facendo le derivate si trova:

∂I(µ∗,∆)

∂µ∗
=

1

2

∫
dp

(2π~)3

ξβ

2E3

[
− 2

β
tanh Θ + E − E tanh2 Θ

]
(C.7)
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∂I(µ∗,∆)

∂∆
=

1

2

∫
dp

(2π~)3

∆β

2E3

[
2

β
tanhΘ + Etanh2 Θ− E

]
. (C.8)

Passo anche in questo caso alle variabili adimensionali:

∂ρ

∂µ∗
=

k3
F

2π2εF

1

2T
L1[k] (C.9)

∂ρ

∂∆
=

k3
F

2π2εF

−∆

2T
L2[k] (C.10)

∂I(µ∗,∆)

∂µ∗
=

k3
F

2π2ε2
F

1

4T
L2[k] (C.11)

∂I(µ∗,∆)

∂∆
=

k3
F

2π2ε2
F

∆

4T
L3[k]. (C.12)

In cui L1[k], L2[k], L3[k] sono funzionali di funzioni dipendenti dalla grandezza

adimensionale k:

L1[k] =

∫ ∞

0

dk k
2 ξ

2

k

E
3

k

[
2TE

2

k

ξ
2

k

tanhΘ− 2T tanh Θ + Ek −Ek tanh2 Θ

]
(C.13)

L2[k] =

∫ ∞

0

dk k
2 ξk

E
3

k

[
− 2T tanhΘ + Ek − Ek tanh2 Θ

]
(C.14)

L3[k] =

∫ ∞

0

dk k
2 1

E
3

k

[
2T tanh Θ + Ektanh2 Θ−Ek

]
. (C.15)

Per cui la parte differenziale della velocità del suono diventa:

∂ρ

∂µ∗
− ∂ρ

∂∆

∂I(µ∗,∆)
∂µ∗

∂I(µ∗,∆)
∂∆

=
k3

F

2π2εF

[
1

2T
L1[k] +

1

2T

(L2[k])
2

L3[k]

]
(C.16)

Siccome si sa scrivere la densità in funzione dell’impulso di Fermi, ρ =
k3

F

3π2 .

c2s =
1

m

k3
F

3π2

2π2εF

k3
F


 1

1
2T
L1[k] + 1

2T

(L2[k])2

L3[k]

+
k3

F

2π2εF

g

2


 (C.17)

Se si esprime la costante di accoppiamento in termini della lunghezza di scattering,
si ottiene il risultato:

=
~

2k2
F

3m2


 1

1
2T
L1[k] + 1

2T

(L2[k])2

L3[k]

+
k3

F

2π2εF

4π~
2as

2m


 (C.18)
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=
~

2k2
F

3m2


 1

1
2T
L1[k] + 1

2T

(L2[k])2

L3[k]

+
2

π
a


 . (C.19)

È invece utile mostrare cosa diventa l’espressione del suono isotermico nel limite di

temperatura nulla. Basta calcolarsi i limiti dei tre integrali:

lim
T→0

L1[k]

2T
= lim

T→0

∂TL1[k]

2

= lim
T→0

∫ ∞

0

dk k
2 ξ

2

k

2E
3

k

[
2E

2

k

ξ
2

k

tghΘ− 2 tghΘ +

(
2TE

2

k

ξ
2

k

− 2T − 2Ek tgh Θ

)
∂T tgh Θ

]

(C.20)

lim
T→0

L2[k]

2T
= lim

T→0

∂TL2[k]

2

= lim
T→0

∫ ∞

0

dk k
2 ξk

2E
3

k

[
−2 tghΘ−

(
2T + 2Ek tgh Θ

)
∂T tgh Θ

]
(C.21)

lim
T→0

L3[k]

2T
= lim

T→0

∂TL3[k]

2

= lim
T→0

∫ ∞

0

dk k
2 1

2E
3

k

[
2 tghΘ +

(
2T + 2Ek tgh Θ

)
∂T tghΘ

]
. (C.22)

Bisogna valutare il limite per la temperatura che va a zero della funzione1 ∂T tghΘ:

∂

∂T
tanh

(
Ek

2T

)
= −

[
1− tanh2

(
Ek

2T

)]
Ek

2T
2 (C.23)

= − 2

Ek

Θ2

cosh2 Θ
(C.24)

Usando ripetutamente il teorema di de l’Hospital per la variabile Θ, si ottiene:

= − 4

Ek

Θ

2 cosh Θ sinh Θ
(C.25)

= − 2

Ek

1

sinh2 Θ + cosh2 Θ
. (C.26)

Quindi il contributo degli addendi contenenti la funzione (C.23) tende ad annullarsi

in maniera più che esponenziale, via via che la temperatura va a zero.

lim
T→0+

∂

∂T
tanh

(
Ek

2T

)
= lim

Θ→+∞
− 2

Ek

1

sinh2 Θ + cosh2 Θ
= 0−. (C.27)

1Nota che tgh è la forma breve di tanh .
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Per cui nel limite di temperatura nulla i tre integrali diventano [49]:

lim
T→0

L1[k]

2T
=

∫ ∞

0

dk
k

2

Ek

[
1− ξ

2

k

E
2

k

]
=

∫ ∞

0

dk
k

2
∆

2

E
3

k

≡ ∆
2
J2 (C.28)

lim
T→0

L2[k]

2T
= −

∫ ∞

0

dk
k

2
ξk

E
3

k

≡ Jξ (C.29)

lim
T→0

L3[k]

2T
=

∫ ∞

0

dk
k

2

E
3

k

≡ J2. (C.30)
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